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Abstract. This is a script of a lecture held at the University of
Bonn during summer semester 1988. In this lecture we present
some elliptic free boundary problems which have been developped
during the past 25 years.
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Die vorliegende Schrift ist die Ausarbeitung einer Vorlesung, die ich im Som-
mersemester 1988 an der Universitit Bonn gehalten habe. Diese Vorlesung soll
einen Einblick in Probleme mit Freiem Rand geben, wobei Vorkenntnisse in
Funktionalanalysis und der Theorie linearer elliptischer Differentialgleichun-
gen vorausgesetzt werden.

Da freie Rénder in sehr verschiedenen Formen auftreten, handelt es sich bei
diesem Themenkreis um ein methodisch nicht einheitliches Gebiet der Mathe-
matik. In der Vorlesung wurden daher exemplarisch einige elliptische Probleme
behandelt, deren Theorie in den vergangenen 25 Jahren entwickelt worden ist.
Die Beweisfilhrung wurde zum Teil so aufbereitet, daf sie der heutigen Sicht
entspricht.

Ausgangspunkt fiir diese Schrift ist ein persénliches Manuskript, das ich wie
iiblich bei der Abhaltung einer Vorlesung anfertigte. Zu danken habe ich
Barbara Stoth, die dieses Manuskript iiberarbeitet und zum Teil erganzt
hat. Diese Uberarbeitung war Grundlage fiir die hier vorliegende, zum Teil
wiederum korrigierte und erweiterte endgiiltige Version. Besonderer Dank
gebithrt Thomas Widmer, der sowohl Text als auch Zeichnungen in die vor-
liegende ansprechende Form gebracht hat.

Bonn, im Mirz 1991 Hans Wilhelm Alt






1 Einfithrende Beispiele

Unter einem , Freien Rand“ verstehen wir den Ubergang zwischen Medien,
der a—priori nicht bekannt ist. Dies bedeutet, daff der Ubergang lokal von
dem globalen Zustand der Medien abhsingt, und moglicherweise auch von den
Gesetzen iiber diesen Ubergang selbst. Bei zeitabhingigen Problemen, die hier
nicht behandelt werden, kann sich der Grenziibergang zwischen den Medien
im Laufe der Zeit verindern bzw. verschieben. Bei vielen Problemen ist der
freie Rand lokal eine glatte Hyperfliche I' ¢ IR, die zwei verschiedene Medien
£2; CIR™ fiir ¢ = 1, 2 voneinander trennt. Nehmen wir an, daf} die Eigenschaft
der Medien beschrieben werden durch Funktionen ui : £2; — IR™ mit m > 1,
und ggf. der freie Rand durch eine weitere GroBe @ : I' — IR™, so haben
mathematische Formulierungen die Gestalt

§25 = Medium 2
Differentialgleichung
fiir die Gréfe us

2y = Medium 1
Differentialgleichung
fiir die Grofle uq

I' = freier Rand
Differentialgleichung fiir w1, uy auf I’
und ggf. zusitzliche Grofle T

Bild 1.1: Schema fiir ein Zweiphasenproblem.

Dabei schlieflen wir den Fall ein, daf eine oder mehrere Differentialgleichungen
von nullter Ordnung sind, zum Beispiel eine Dirichlet-Bedingung u; = u, auf
I'. Ein weiteres Beispiel ist uy = 0 in §25, was bedeutet, dafl das Medium 2
keinen EinfluB auf die lokale Gestalt des freien Randes hat, in anderen Worten,
wir haben ein Problem fiir ein einziges Medium 2, mit freier Oberfliche I"
vorliegen.

In dieser Vorlesung konzentrieren wir uns auf Probleme mit den Dirichlet—
Bedingungen
Uy =0=uy aufl'.

Dariiberhinaus betrachten wir diejenige Unterklasse von Problemen mit freiem
Rand, fiir die es eine Funktion

u:f2->R , R:=2,UTU N

gibt, so daf}



2 Elliptische Probleme mit freiem Rand

up =u>0 1in {2,

oder
2 = {u > 0},
.Qz = {u < 0},
I := {u =0}

Wir sagen dann, das Problem mit freiem Rand wird durch eine globale Gréfie
beschrieben. Die mathematische Formulierung dieser Probleme besteht oft in
einer Differentialgleichung fiir u, welche Koeflizienten enthalt, die fiir u = 0
unstetig sind. In diesem Fall kénnen wir also den freien Rand als das Urbild
einer ,Irregularitit® oder als ,konzentrierte Nichtlinearitat“ bezeichnen. Der
Vorteil einer globalen Grofle u steht dem Nachteil gegeniiber, daff a—priori
nicht bekannt ist, dafl fiir Losungen u der freie Rand I' := {u = 0} ein
(n — 1)-dimensionales Objekt ist. Sollte I" ein positives n—dimensionales Maf}
besitzen, so sprechen wir von einer ,,Mischzone®.

Dabei muB auf folgenden Umstand hingewiesen werden. Sollte bei der physika-
lischen Herleitung einer Differentialgleichung von einer Hyperflache als freiem
Rand ausgegangen worden sein, so ist bei Auftreten von Mischzonen a-
posteriori die physikalische Relevanz der gefundenen Lésung nachzuwelsen.

Im folgenden geben wir einige Probleme an, die in die oben beschriebene
Unterklasse fallen.

1.1 Diffusion. Eine Grofie u : 2 — IR werde mit Flufi v : £ — IR® trans-
portiert. Die Massenerhaltung mit Verbrauchsterm ¢ — f(z,u(z)) besagt

Voot f=0.

Wir gehen von einem linearen Diffusionsgesetz aus, d.h. die Diffusion von u
sei beschrieben durch

v=—(aVu+e)

mit einer positiv definiten Matrix z — a(z,u(z)) und einem Vektofeld z —
e(z,u(z)). Wir erhalten die Diffusionsgleichung

~V. (a(-,u)Vu + e(~,u)) + f(-,u) =0.

Diese Gleichung muf im Distributionssinne interpretiert werden, d.h. es gilt

/ (VC . (a(.,u)Vu + e(~,u)) + Cf(',u)) =0

(9]

fiir alle ¢ € C¢(f2). Im allgemeinen kann in dieser Gleichung nicht weiter
partiell integriert werden, d.h. wir miissen voraussetzen, dafi Vu eine Funk-
tion ist, oder u € H 11 O’i(()). Fiir Losungen u definieren wir §2; wie oben und

u; = u auf £2;. Wir betrachten nacheinander die Fille, dafl eine der Koef-
fizientenfunktionen a(z, -), e(z,), f(z,-) einen Sprung bei 0 aufweisen.
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1.2 Sprung im Diffusionskoeffizienten. Wir nehmen an, dafl es stetige
matrixwertige Abbildungen a; auf £2 x IR gibt mit

_ Jai(z,z) firz>0 ,
o(z,2) = {ag(x,z) fir z <0 .

Weiter sei e = 0 und f = 0. Die schwache Diffusionsgleichung in 1.1 ergibt
dann folgende starke Formulierung unter der Voraussetzung, dafl I eine glatte
Hyperfliche und u; auf I" glatt fortsetzbar sind:

V. (a,r(-,u,-)Vu.;) =0 n .Q",
vp - al(-,ul)Vul =vr: az(-,uZ)V’LQ auf F,

wobel v eine Normale an I' bezeichnet.

V- (ag(-,ug)Vuz) =0 r

§2;

91
A\ (al(-,ul)Vul) =0

U; = 0
vr - ai(c,u;)Vu,

unabhingig von i vr

Bild 1.2: Diffusionsproblem mit zwei Phasen

Die Eigenschaft u; = 0 = uy auf I' liefert dariiberhinaus, daf
‘ - Vu; =0 aufl’

fiir Tangentialvektoren 7 an I'. Daraus folgt Vu; = Vu; vpvp auf IT', so dafl
insgesamt auf I”
r-Vu; =0,
ai,rvr - Vuy = ag rvp - Vus ,
wobei
a;r:=vp-a;(-,0)vp >0,
da a; positiv definit.

Nun sei z € I'. Macht oz, ) einen Sprung bei 0 in dem Sinn, daf
e-ai(z,0)e # e-ay(z,0)e fiir ein e € R™ |

so gibt es Situationen fiir die Normale vr(z), z.B. vp(z) = e, fiir die aus
obigen Eigenschaften fiir Vu; folgt, da
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entweder Vui(z) # Vuy(z) oder Vui(z)=0= Vuy(z),

d.h. Vu(z) kann einen Sprung haben. Die maximal zu erwartende Regularitét
von u ist daher die Lipschitzstetigkeit.

Es sei bemerkt, daB es sich bei dem betrachteten Problem um einen »heb-
baren freien Rand“ handelt, falls die z—Abhingigkeit von z — a(z,2) skalar
faktorisiert. Sei etwa

a(z, z) = ¢(z, z)ao(2)

wobei ¢ reellwertig sei und entsprechend zu oben

_ Jer(z,2) firz>0
pl@,2) = {wz(z, z) firz<0

mit Lipschitzstetigen Funktionen ¢;. Unter dieser Voraussetzung betrachten
wir die Kirchhoff-Transformation w := @(-,u) mit

z

B, 2) = /99(.7,-,5) ds .

0

Dann ist #(z,-) : R — IR strikt monoton und es gilt

u(zx)
Vw(z) = ¢(z,u(z)) - Vu(z) + / v.2(z,s)ds
' 0

und w ist Lésung von

v. (ao(z)Vw(x) — e(m,w(m))) =0,

wenn
P77 (z,2)
e(z,z) = / v ,z(x,8)ds - ao(z) .
0

Dabei bezeichne ~1(z,-) die Umkehrabbildung von &(z,-). Falls also u
Lésung des Problems mit freiem Rand ist, so 18st w ein elliptisches Stan-
dardproblem, d.h. eine Differentialgleichung mit in w stetigen Koeffizienten,
und wir erhalten héhere Regularitiitsaussagen fiir w. Da z — &(z,z) strikt
monoton ist, lassen sich diese auf u zuriickholen.

1.3 Sprung im Driftterm. Wir nehmen an, da mit stetigen Vektorfeldern
e; auf 2 x IR gilt

; ei(z,z) furz>0 ,
e(z,7) = {ez(cc,z) fir z <0 .

Weiter sei a = Id und f = 0. Aus der Diffusionsgleichung in 1.1 erhalten wir
dann
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V. (Vu,’ + e,'(-,u,')) =0 in £,
vr - (Vul + 61(-,'0.1.1)) =vyr- (Vug + 62(‘,'1.1;2)) auf I" .

Ist z € I' und macht e(z,-) einen Sprung bei 0, d.h.

e1(z,0) # ex(z,0) ,

so gibt es wie in 1.2 Situationen fiir die Normale vr(z), fir die
Vuy(z) # Vua(z)

folgt, d.h. Vu kann einen Sprung haben.

1.4 Sprung im Verbrauchsterm. Wir betrachten den Fall daf mit stetigen
Funktionen f; auf 2 x IR gilt

_ | fi(z,2) fiirz>0 ,
fz,2) = {f;(m,z) firz<0 ,

und dafl @ = Id sowie e = 0. Aus der Differentialgleichung in 1.1 erhalten wir
dann
—Aui+ fi(ui) =0  in £

und vp - Vuy = vp - Vuy auf I'. Da die tangentialen Komponenten von Vu;
auf I'; verschwinden, folgt

Vu; =Vu, aufl,
d.h. Vu ist stetig. Macht f(z,-) in einem Punkt z € I" einen Sprung, d.h.

fl(m70) '_)'é f2(‘7")0)

so folgt

Aul(x) '_7'é Au?(x) )
d.h. die zweite Ableitung D?u springt im Punkte z. Ersetzt man die Un-
stetigkeit von f(z,-) (und analog fiir a(z,-) bzw. e(z,-) in 1.2 und 1.8) durch
Irregularitaten héherer Ordnung, so kann eine Unstetigkeit fiir u frithestens in

den entsprechend hoheren Ableitungen auftreten. Zum Beispiel, wenn f stetig
ist, aber

fl,z(x,O) # fZ,Z(x’ 0) )
so folgt, falls e := Vu(z) # 0,
~A8eui + fi (-, ui)leu; =0 in 2

und somit Adeui(z) # Ad.uz(z), d.h. die dritten Ableitungen D3u sind un-
stetig in .

Im folgenden betrachten wir Variationsprobleme.
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1.5 Minimumprobleme mit Nebenbedingungen. Wir betrachten ein
klassisches elliptisches Minimumproblem fiir das Funktional

B(w) = [ £u ),
0

wobei 2 C R™ offen, u : 2 — R und f: 2 x Rx R" — IR glatt sei. Als
Strukturvoraussetzung nehmen wir an, dafl p — f(z,2,p) konvex ist, oder
squivalent dazu die Monotonie

(p1—p2)- (f,p(w,z,pl)—f,p(m,z,pz)) >0 fir z € 2,z € Rund p1,p1 € R".

Wir wollen E minimieren auf einer konvexen Menge M. Ist u € M absolutes
Minimum und v € M, so auch u. = u + (v —u) fiir 0 <e <1, und es folgt
(falls etwa u,v € C1(£2))

0 < 9y—uE(u) = lim % (B@e) - Bw))
= /(V(v —u) - fp(u, Vu)+ (v - u)f,z(~,u,Vu)) .
2

Allgemeiner nennen wir eine solche Ungleichung eine Variationsungleichung.

Falls M keine Nebenbedingungen im Gebiet £2 enthalt, d.h. fallsu+ (e M
fiir alle ¢ € C$°(42), dann ist u schwache Lésung von

L(u) ==V - f,(-,u, V) + f.(,u,Vu) =0 in £2.

Das Standardbeispiel fiir eine Nebenbedingung in 2 ist das Hindernisproblem,
d.h. es sei

M:={v:u<v<uin 2}

mit vorgegebenen Hindernisen u,4 : £2 — IR. Sind u,% stetig mit u <, so
zerlegt u, falls stetig, das Gebiet {2 in drei Phasen

Qo={u<u<z}, 2. :={u=u}’, 24y :={u=17}",
sowie zwel freie Rinder

I =0nd{u=u}, I'y :=2n0{u="1}.
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I

I

|

!
Q.I- 0y, Iy 04 Iy 2 R
Bild 1.3: Phasen und Koinzidenzmengen fiir das Hindernisproblem

Die Mengen {u = u} und {u = @} werden auch als Koinzidenzmengen be-
zeichnet. Die erste Variation fiir das Hindernisproblem liefert die folgenden
Aussagen:

1.6 Lemma. Unter den Annahmen, daf u,@ € C(R2), daB u € C'(f2;), und
dal I'y. von der Klasse C? sind, folgt:

(1.6.1) L(u)=0 in £,
(1.6.2) Lu)>0 inf2.,und L@ <0 in Ny,
(1.6.3) Vu e C%2) , falls f, strikt monoton ist.

Beweis. Sei ( € C§°(£2) mit ¢ > 0. Ist supp (¢ C {u <u}, gilt u+el € M fiar
kleines e > 0, so daB also 8¢ E(u) > 0. Es folgt, daf

Lu>0 in2n{u<u}.

Ensprechend folgt
Lu<0 in22N{u>u}.

Daraus folgen (1.6.1) und (1.6.2). Ersetzen wir ¢ durch ¢ds mit 6§ > 0 und
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ds(z) := max (0,1 - %”;’Ll) ,

so erhalten wir

0= Oca B(w) = [ (Vds- fp(ru, V)
2
+ / ds (vg- Fo(u, Vu) + (f,z(-,u,Vu)) .
2

Fiir § — 0 konvergiert das zweite Integral gegen 0, und das erste gegen
[ evr s (o Va0 = fw, )
I_

wobei vp_ die Normale in Richtung £2¢ und u die Randwerte von 2o her seien.
Es folgt

vr_ - (fp(~,y, Vu) — f,p(~,u,Vu)) >0 aufl_ '.

Da u —u > 0 in 2, mit Randwerten 0 auf I'_, ist V(u — ) ein nichtnegatives
Vielfaches von vr_, also

0> (Vu—Vu)- (fp(-u, Vu) — fo(u, Vu)) auf I'..
Ist fp strikt konvex, d.h.

(p1 —p2) - (Fp(z,2,01) — fp(e,2,p2)) >0  fiir pr #p2,
so folgt Vu = Vu auf I'_, was (1.6.3) beweist. a

1.7 Minimumprobleme mit Lipschitz—stetigem Integranden. Wir be-
trachten das Hindernisproblem in 1.5 fiir das Funktional

By = [(fC0,99) + ()
p]

mit f wie in 1.5. Mit glatten Funktionen g; : 2 x IR — IR gelte

_ [ gi(z,2z) fiir 2 > u(z) ,
9(z, 2) = {gz(x,z) fiir z < u(z) .

Analog zu 1.4 wollen wir den Zusammenhang zwischen einem Sprung in g,
und Unstetigkeit von D2 fiir ein absolutes Minimum u von E herstellen. Wir
nehmen an, dafl u € C?(£2) und definieren

Ai=g1,.(-,u) + L(u)
=(91,:(,u) — 92,2, ) + (L(w) + g2,2( )
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wobei L der zu f gehérende Operator in 1.5 set. Unter den Voraussetzungen
in 1.6 gilt dann:

(1.7.1) Ist M(z) > 0 mit z € I'_, so kann D?u in z nicht stetig sein.

(1.7.2) Ist u € C?($2) und I'_ von der Klasse C?, so kann, wenn A(z) < 0,
der Punkt z nicht auf dem freien Rand I'_ liegen.

Beweis. Zunéchst sei bemerkt, daf fiir das obige Funktional der Beweis von 1.6
ohne Anderungen durchgefiihrt werden kann, d.h. es folgt, dafi Vu € C 0(2)

und

L(u) —I—'gl,z(-,u) =0 in .QO .

Sei z € I'_. Falls D%y in z stetig ist, so muf » in z mit Ableitungen bis zur
Ordnung 2 mit u {ibereinstimmen, also ist L(u)(z) = L(u)(z). AuBerdem gilt
dann L(u)(z) = —g1,.(z,u(z)). Es folgt

0= (L(u) — L(w))(z) = —(g1,=(z, u(z)) + L(w)(z)) = —A(z) ,

was (1.7.1) bweist. Zum Beweis von (1.7.2) schreiben wir L(u) = Lou mit
linearem Differentialoperator

Lo’v = — Za,fja,-jv — Z b,-a,-v —C
i) 1

wobei
Qij = f,pspj(',uavu) 5
b,‘ = f,Piz(HU') Vu) y

¢:=—f.(u,Vu) + Zf,p.’z.'('>u>vu) .
Da 4(z) = u(z) und Vu(z) = Vu(z) nach 1.6, ist Lou(z) = L(u)(z). Falls
u € C%(£2p) folgt dann
Lo(u — u)(@) = —(g1,:(2,u(=)) + Lou(z)) = —A(z) > 0 ,

falls A(z) < 0. Dann ist Lo(u — u) > 0 in {2 in einer Umgebung von z. Da
u—u>0in 2 und I'_ nahe z von der Klasse C? ist , folgt dann nach dem
Hopf-Prinzip, daf vr_-V(u—1) im Punkte z positiv ist, d.h. Vu(z) # Vu(z),
ein Widerspruch. U

1.8 Minimumprobleme mit unstetigem Integranden. Es sei nun

E(u) := /(f(-,u,Vu) —I—g(-,u))

2

mit glattem f wie in 1.5. Die Strukturvoraussetzungen an den Integranden
selen:
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p+ f(z,z,p) ist konvex,
z+— g(z,z) ist unterhalbstetig.

Wir betracheten den Fall einer einzigen Unstetigkeitsstelle von g, d.h. mit
glatten Funktionen ¢;: 2 x IR — IR sei

_ Jgi(z,z) firz>0,
9(z,2) = {gz(z,z) fiir 2 < 0,

so daf also g(z,0+) = g1(z,0) und g(z,0—) = g2(z,0) existieren. Wegen der
Unterhalbstetigkeit von ¢ mufl dann gelten

g(x> 0) < min (g(.’l?, 0+)1 g(:r, O_)> :
Wir kénnen nachtriglich f so normieren, daf
f(z,z,0)=0 firzef,zeR.

Der wesentliche Unterschied zu 1.7 besteht darin, dafl wir Variationen nicht
wie dort berechnen kénnen, da F nicht einmal stetig ist, falls g unstetig ist.
Denn ist n € C§°(§2) nichtnegativ und nichttrivial, so ist dann o — E(an) in
0 unstetig.

Sei nun u € C°(£2) ein absolutes Minimum von E auf einer Menge M, so dafl
alle Stérungen u + ¢ mit ¢ € C§°(£2) in M liegen. Wir betrachten wieder die
Zerlegung

21 ={u>0}, 2 ={u<0}, I'=02nN{u=0}.
Im Falle daB g(-,0) = min(g(-,0+),g(-,0—)) kann dabei I' (siche 1.9) ein

Inneres besitzen, d.h. es kdnnen freie Rander zwischen den Phasen {u > 0}
bzw. {u < 0} und der Nullphase {u = 0} auftreten. Wir definieren daher

N :=0{u>0}, In:=0{u<0}.

Die Differentialgleichungen fiir u; := u in §2; folgen wie in 1.5, wobei wir den
Differentialoperator L zu f wie dort definieren.

12,
L(u2) + g2,2(uz) =0

P
L(u1) + g1,:(u1) =0

Bild 1.4: Mégliche Phasen fiir Minimumprobleme mit freiem Rand
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An den freien Réndern gilt, falls u; € C?($2;) und D CC £
(1.8.1) Ist I'N D eine Hyperfliche der Klasse C2, so gilt

Vul'f,p('soa V’U,]_) i (f(a(): Vul) +91(,0))
= Vuy f5(-,0,Vug) — (f(-,0, Vuy) + 92(-,0)) auf DN .

(1.8.2) Ist I'; N D eine Hyperﬁichevder Klasse C* und gilt +u > 0 in D (d.h.
u 2> 0fiiri=1,u <0 fiir s = 2), so folgt

Vi - fp(,0, Vi) = (£(-,0,Vu;) + gi(-,0)) = —g(+,0) auf I;ND .

1. Beweis. Fiir diesen Beweis setzen wir voraus, daB Vu; # 0 auf DN I’
im Falle (1.8.1) und auf D N I; im Falle (1.8.2). Dann ist es méglich, erste
Variationen des Funktionals

E+(’U) = / fl (', v, V'U) 3
Dn{v>0}
zu berechnen, wobei
fi(e,2,p) := f(z,2,p) + g1 (2, 2) — ¢(=,0) .

Fir ¢ € C5°(D) sei ue := u +¢( fiir kleines [¢]. Dann hat I, := DNd{u, > 0)
die Darstellung

I = {me:x+5n5(x)v(x) DT EFO} )

wobei v(z) die dulere Normale an 8{u > 0} in z bezeichnet.

Bild 1.5: Variation des freien Randes
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Da u.(z.) =0 und u(z) = 0, folgt

0= Lu(ee) = L(u+ <)o + enele)v(e))

= ((z) + n(z)v(z) - Vu(z) + O(¢)

wobei 7 := lim,_, .. Dies bedeutet, daf bei gegebenem n die Randwerte der
Stérungsrichtung ¢ bestimmt sind durch

C(+nv-Vu=0 auflp.

Dann folgt

0 B4(u) = & B(u2)

e=4g

d n—
= / d_sfl('auea vus) —0 + / nfl(')uavu) dH L.
Dn{u>0} Dno{u>0}

Das erste Integral ist

_ / (VC- Folerw, Ve o+ Casrw)

Dn{u>0}
= [ Ewrad)+ [ @ stuvodae,
Dn{u>0} Dno{u>0}

wobei hier das Gebietsintegral wegen der Differentialgleichung in 2, ver-
schwindet. Also gilt

0= /(nfl(-,O, Vu)+ (v - f (-0, Vu)) dH™ .
I
Unter Ausnutzung der Beziehung zwischen ¢ und 7, und da Vu = Vu -vv auf

Iy, erhalten wir
(v=—-nVu-vv=-—nVu auflp.

Damit ist gezeigt:

0¢Ey(u) = /n(—Vu - fp(+, 0, Vu) + f1(‘,0,Vu)) dH* 1.
I

Entsprechendes gilt fiir das D N {u < 0} abdeckende Funktional E_. Dann
folgt (1.8.1) wegen 8¢(E4+ + E_)(u) = 0 und (1.8.2) wegen 0¢E+(u) = 0.
Beachte dabei, dal bei der Definition von E4(v) durch Subtraktion von g(-,0)
das Funktional E(v) so normiert wurde, daf der Integrand auf {v = 0} ver-
schwindet.

9. Beweis. Wir berechnen die erste Variation von Ey mit Hilfe von Vari-
ablentransformationen, d.h. es sei
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ue(z) :=u(r, (z)) mit 7.(z):=z+en(z),

wobei 9 € C§°(D). Zunichst finden wir

E+(u€) = / fl("ue,VUE)
Dn{u.>0}

= / fl(Te>U,Vu(DTe)_l)|det DT5| .
Dn{u>0}
Wir entwickeln die entstandenen Terme nach e:

detDr, =14+ eV -+ O(e?),
(D7) ' =1d —eDy + O(e?)

und somit

fl (Tea U,VU(DTE)_I) =f1 ('5"-", Vu) + 5f1,m(‘,’ll/, VU) n
—efp(-yu, Vu) - (VuDn) + 0(62) .

" Damit erhalten wir

1

- (E+(ue) — E+(u)) = - / Z@;uf,p(‘,u, Vu) - Vn,
Dn{u>0} :

+ / (fl,x(-,u,Vu) 0+ fi(,u, Vu)V - 77) + O(e) .
Dn{u>0}

Mit partieller Integration ist dies

= ] (Vu-n)v- Fp(u, VuydH* + / (v - 1) fu -y u, V) A1

Fo Fo

+ / va- (Biuf,p(-,u,Vu))
DA{u>0) ¢

+ / (fl,z(‘;%vu)‘ﬂ _Zrliaifl(‘a"‘“vu)) +O(6) v
Dn{u>0} g

Die Interganden der Gebietsintegrale summieren sich auf zu

anazu(v - f,p(', u, V'U,) - fl,z(') U, vu)) =0 >

und wegen Vu = Vu - vv ergeben die Integranden der Randintegrale
v- n(—-Vu ~fo(syu, Vu) + fl(-,u,Vu)) .

Dies ergibt die Behauptung wie im 1. Beweis. o
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1.9 Beispiel. Mit £ =]0, 1{C IR betrachten wir als einfaches Beispiel zu 1.8
das Funktional

1
E(u):= /(lu'|2 + A X{u>0) + )\—-X{u<0}>

0

auf der Menge
M :={ve HY(N2) ; v(0) =uy und v(1) = —u_}

mit Zahlen Ay > 0, ux > 0. Jedes absolute Minimum erfillt dann v” =0 in
{u # 0}. Wegen der Vorzeichen der Randwerte muff dann u’ < 0 sein, und es
gibt 14 > 0 mit Iy +1- < 1, s0 daB

u+(1__z-) fir 0<z <1y, falls Iy >0,
u(z) =<0 firly <z <1-1_,
~u_(1-122) firl-l<z<1fallsl>0.

Die Bedingungen am freien Rand ergeben sich dann, je nachdem ob zwei oder
drei Phasen vorliegen, aus dem Formeln in 1.8. Falls 0 < l:=14 =1— I_<1
gilt gemaf (1.8.1)

2
U4 2 u- 2
1.9.1 Y+ Nz _ )

und falls 0 < Iy <1 —1_ <1 gemif (1.8.2)

U4 Uu—

(1.9.2) oy, =A_.

Y
Durch Nachrechnen erhalt man, daff die letzte Losung fiir

1.9.3 T |
(1.9.3) Vb

existiert und dann auch absolutes Minimum ist, wahrend die Lésung in (1.9.1)
fiir alle u4 > 0 existiert, aber nur absolutes Minimum ist, wenn die ungekehrte
Ungleichung in (1.9.3) gilt.



Z+ >0,l_=90 )
2 Phasen: +,0
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Iy >0
h+1_=1
2 Phasen: +, —

l:b >0
L+1l_<1
3 Phasen: +,0, —

f N

I_ >0,l+=0

2 Phasen: 0, — 1 Phase: —

Bild 1.6: Absolutes Minimum in Abhingigkeit von wu..
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2 Variationsungleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Probleme mit freiem Rand, die sich mit
Hilfe der Theorie der monotonen Operatoren lésen lassen. Enthalten sind darin
Variationsprobleme, wie zum Beispiel das Hindernisproblem in 1.5 (siehe 2.12).
Fir die allgemeine abstrakte Formulierung verwenden wir folgende Notatio-
nen:

2.0 Voraussetzungen. In diesem Abschnitt sei V immer ein Banachraum
und M C V eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge. Den Dualraum zu V
bezeichnen wir mit V* und (-,.) sei das Dualitdtsprodukt auf V x V*.

Ist u € M ein absolutes Minimum eines gegebenen Funktionals B : M — IR,
und ist E Fréchet-differenzierbar, so lautet die zugehorige Variationsun-
gleichung (vgl. 1.5)

(u —v,DE(z)) = 8y—y E(u) <0 fiir alle v € M.

Wir ersetzen nun die Abbildung DE : M — V* durch die allgemeinere Situ-
ation einer beliebigen Abbildung F : M — V* und fragen nach der Existenz
eines Punktes v € M mit

(u—v,F(u)) <0 fiir alle v € M.

Wir sagen F' ist von Variationsstruktur, falls F = DE fiir eine Abbildung
E: M- IR

Wir beweisen den folgenden abstrakten Existenzsatz:
2.1 Existenzsatz. Es sei V ein separabler, reflexiver Banachraum, M Cc V

konvex, abgeschlossen und nichtleer und F : M — V* habe die folgenden
Figenschaften:

(2.1.1) F sei beschrankt auf beschriinkten Teilmengen von M.
(2.1.2) F sei koerziv beziiglich eines Punktes uy € M , d.h. es gilt

{u —uo, Fu))
[l — uoll

— 00 fir u € M mit [Ju|| — .

(2.1.3) F erfiille die folgende Stetigkeitsbedingung fiir v € M, u* € V* und
jede Folge (um)mem in M:

%m — u schwach in V (u—v,F(u) —u*) <0 fiirallev € M
F(um) — u* schwach* in V* -~ und
lim sup(Um, F(um)) < (u,u*) Lim sup(tm, F(um)) = (u,u*) .

Dann existiert eine Losung v € M der Variationsungleichung
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(u—v,F(u)) <0 fiar alle v € M.

Tangentialkegel

Bild 2.1: Variationsungleichung im Hilbertraumfall

Beweis. Wir fithren den Beweis durch eine Galerkin—Approximation des
Raumes V.

(1) Wir nehmen zunéchst an, daB V endlich dimensional ist. Sei dann (-,-)v
irgendein Skalarprodukt auf V und J : V* — V der zugehérige Isomorphismus
aus dem Riesz’schen Darstellungssatz, d.h. die Abbildung F':= JoF: M — V
erfiillt

(v, F(u)) = (v, F(u))y fiir alleu e M,veV.

Da V endlich dimensional ist und M konvex, gibt es einen eindeutig bestimm-
ten affinen Unterraum W C V, so daf

M+#0 relativ in W.

Zun#chst nehmen wir an, dal M beschrinkt ist und daf8 F in einer Umgebung
von M (relativ in W) definiert ist und in dieser Umgebung die Bedingungen
(2.1.1) und (2.1.3) erfiille.

Das Ziel ist es eine Fixpunktargumentation auf die Abbildung Id— £ anzuwen-
den. Da diese Abbildung jedoch nicht nach M und im allgemeinen auch nicht
nach W abbildet, betrachten wir die (bzgl. des gewihlten Skalarproduktes)
orthogonale Projektion P : V — M. Diese Projektion ist vollstindig charak-
terisiert durch die Bedingung

(v—P(u),u — P(u))y <0 fir alleu e V,v e M.
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Wir beweisen nun, da$§ die Abbildung
G:=Po(ld—F): M > M.

stetig ist. Denn sind U, u € M mit u,, — u fiir m — 0o, dann sind F(up,)
nach (2.1.1) beschriinkt. Da V endlich dimensional ist, gibt es somit ein % € V,
so dal F(um) — 4 stark in V fiir eine Teilfolge m — oo. Folglich gilt auch
(um, F(um))v — (u,4)y und die Stetigkeitsbedingung (2.1.3) liefert

(v — v, F(u) — i)y <0

fiir alle v in einer Umgebung von M (nach obiger Voraussetzung), insbesondere
fiir alle v in einer Umgebung von u. Daher folgt

(u—v,Fu)—d)y =0 fiir alle v € W,

dh. F(u) — @ steht senkrecht auf W. Da P auf Normalenrichtungen an W
konstant ist, was aus der Charakerisierung von P folgt, erhalten wir

P(u — F(u)) = P(u — q) .
Da P stetig (sogar Lipschitz—stetig) ist, folgt
G(u) = P(u — F(u)) = P(u—a)= lim P(uy — F(un)) = n‘}}—l-}loo G(um) ,

was die Stetigkeit von G beweist. Daher kénnen wir den Brouwer’schen Fix-
punktsatz auf G anwenden und erhalten die Existenz eines Elementes u eEM
mit

Plu—~Fu))=u.
Setze w := u — F(u). Dann gilt fir v € M
0> (v~ P(w),w — Pw))y = (v~ 0 — u)y
=(u—v, F(u))y = (u—v, F(u)) ,
d.h., u ist Lésung der Variationsungleichung,.

(2) Wir 16sen uns nun von der Voraussetzung, da§ F' in einer Umgebung von
M definiert ist. Fiir kleines § definiere

Ms:={z€V;Bs(z)NnW c M} .

Offensichtlich ist M; eine abgeschlossene, konvexe Menge, und da F' in der
6-Umgebung (relativ in W) von M; definiert 1st, gibt es nach (1) einen Punkt
us € My mit

(us — v, F(us)) <0 tir alle v € M.

Da M beschrankt ist, sind us und nach (2.1.1) auch F(us) beschréankt. Da
V endlich dimensional ist, gibt es daher u € V und u* € V*, so daB fiir eine
Teilfolge § — 0 :

us —u starkin V., F(us) — u* stark in V*.
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Da M abgeschlossen ist, mufi u € M sein, und die Stetigkeitsbedingung (2.1.3)
liefert

(u—v,Fu)—u*) <0 fiir alle v € M.

Dann folgt fiir v € M5, und §o > 6 — 0

0> (us — v, F(us)) — (u—v,u") > (u — v, F(u)) .

M = U Ms,
83 >0

folgt dann, dafl
0> {(u—v,F(u)) fiir alle v € M,

d.h. u ist Lésung der Variationsungleichung.

(3) Nun sei M unbeschrinkt, aber nach wie vor V endlich dimensional. Wir
kénnen dann (2) anwenden auf die Mengen

Mp := M N Bgr(uo) fiir grofles R > 0,
d.h. es gibt up € Mg mit
(up—v,Flug)) <0  fir alle v € M.
Setzen wir v = ug, so erhalten wir aus der Koerzivitat (2.1.2), dafl
lur —uoll < C

mit einer von R unabhingigen Konstanten C. Es folgt dann, daf ug fiir R > C
die Variationsungleichung lst. Denn zu gegebenen v € M ist dann fiir kleines
e>0

ve = (1 —€)ur +ev € Br—c(ur)NM C Br(uo)NM = Mg ,

somit
0> {ug — ve, F(ur)) = e{ur — v, F(ur)) ,
also

0> (ur —v,F(ur)) .
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Bild 2.2: Zum Beweisteil (3) von Satz 2.1.

Wir sehen also, dal wegen der vorausgesetzten Koerzivitit eine Grenzbe-
trachtung flir R — oo nicht erforderlich ist. In anderen Worten, falls die
Variationsungleichung auf M eine eindeutige Lésung  besitzt, so gilt up = u
fiir grofle R.

(4) Firr beliebiges V benutzen wir eine Galerkin—A pproximation. Da V und
damit M separabel ist, gibt es eine aufsteigende Folge von endlich dimensio-
nalen Unterrdumen

VNCV |, VNCVngy fur alle N,
so dafl ug € Vy und

M= (] My , wobei My := M N Vy.
NeN

Wir definieren Abbildungen Fiy : My — V3 durch Restriktion, d.h.
(v, Fn(u)) == (v, F(u)) fir u € My, v € Vy.

Da sich die Voraussetzungen (2.1.1) - (2.1.3) von F auf Fy iibertragen, gibt
es nach (3) Losungen uy € My der Variationsungleichung

0> (UN—U,FN(UN)) :(uN—v,F(uN)) fiir alle v € My.

Setzen wir wieder v = g, so erhalten wir erneut aus der Koerzivitit von F' ,
dafl die un beschrinkt sind. Da V reflexiv ist, gibt es daher ein u € V, so dafl
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uy — u schwachin V

fiir eine Teilfolge N — co. Da M abgeschlossen und konvex ist, ist M schwach
abgeschlossen, woraus wir u € M schliefen. Aulerdem sind F(uy) nach (2.1.1)
beschrankt in V*. Daher gilt

F(uny) — u* schwach* in V*

fiir eine Teilfolge N — co und ein u* € V*. Fiir N > Ny ist My, C My und
daher folgt aus obiger Variationsungleichung firr v € M,

(un, F(un)) < (v, F(un)) — (v,u”) fir Nv—> 00,

also
s :=limsup({un, F(un)) < (v,u”) fir v € Mpy,.

N—oo

Setzen wir v = uy, so folgt
s < (upn,,u*) — (u,u*) fiir Ny — oo.
Damit ist die Stetigkeitsbedingung (2.1.3) anwendbar und wir erhalten, daf
(u—v,F(u)) < (u—wv,u*) fiir alle v € M,
sowie dafl s = {u,u*). Nach obiger Ungleichung ist dann fiir v € Mn,
(u—wv,u*) =s—(v,u*) <0,
so dafl also
(u—v,F(u)) L0 fiir v € Mp,.-
Die Konstruktion der Galerkin-Approximation ergibt dann diese Ungleichung
fiir alle v € M. O
2.2 Bemerkung. Zur Aussage in 2.1 ist folgendes zu bemerken:

(2.2.1) Fiir die Koerzivitatsbedingung in (2.1.2) ist es wesentlich, dafl der
Referenzpunkt ug in der konvexen Menge M liegt. Dies wird deutlich an dem
folgenden elementaren Beispiel. Es sei V = IR und M = {z € R? 2o = 1}.
Ist dann F' = DE mit

E(z)=e+e " (22 —1),

so rechnet man leicht nach, daB die Koerzivititsbedingung fiir einen Punkt
zo = (zo1,T02) € IR? genau dann erfilllt ist, wenn zg; < 1, d.h. diese Be-
dingung ist z.B. fiir o = 0 erfiillt, aber fiir keinen Punkt in M. Satz 2.1 ist
also nicht anwendbar und in der Tat gibt es keine Losung der Variationsun-
gleichung fiir F' auf M, denn & E(z) # 0 fir alle z € M.

(2.2.2) Im Falle M = V vereinfacht sich die Aussage in 2.1. In der Stetigkeits-
bedingung bedeutet dann die erste Konklusion, da8 F((u) = u*, und die Varia-
tionsungleichung reduziert sich auf die Nullstelleneigenschaft F((u) = 0. Da in
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2.1 zu F jede Konstante dazuaddiert werden kann, ohne die Voraussetzungen
zu verletzen, erhalten wir die folgende Aussage:

(2.2.3) Erfiillt F: V — V* die Voraussetzungen (2.1.1) - (2.1.3) auf V, so ist
F surjektiv.

Im folgenden zeigen wir, dafl sich der Existenzsatz 2.1 insbesondere auf mono-
tone Operatoren sowie Stérungen solcher Operatoren anwenden 158t.

2.3 Monotone Operatoren. Eine Abbildung A : M — V* heifit monotoner
Operator, falls gilt:

(2.3.1) A ist hemistetig, d.h. fiir u,v € M, weV ist
t = (w, A((1 — t)u +tv)) stetig auf [0, 1].

(2.3.2) A ist monoton, d.h. fiir u,v € M gilt

(u — v, A(u) — A(v)) > 0.

Zum Beweis der Stetigkeitsbedingung fiir monotone Operatoren zunichst:
2.4 Minty—-Lemma. Ist A : M — V* ein monotoner Operator, so sind fiir
u € M, u* € V* dquivalent:

(2.4.1) (u —v, A(u) —u*) <0 fir alle v € M.
(2.4.2) (u—v,A(v) —u*) <0 fir alle v € M.

Beweis. (2.4.2) folgt aus (2.4.1) wegen der Monotonieeigenschaft (2.3.2). Gilt
(2.4.2), so ersetze dort v durch ve = (1 —&)u + ev € M fiir kleines € > 0. Es
folgt

02> (u—v,A(ve) —u*) — (u—v, Alu) — u*)

fiir £ — 0 unter Ausnutzung der Hemistetigkeit (2.3.1). 0

2.5 Lemma. Fiir monotone Operatoren 4 : M — V* gilt:
(2.5.1) A erfiillt die Stetigkeitsbedingung (2.1.3) auf M.
(2.5.2) Sind (2.1.1) und (2.1.2) erfiillt fiir A auf M, so gibt es eine Lésung der

Variationsungleichung in 2.1.

Beweis. Seien u,, u,u* wie in (2.1.3). Wegen der Monotonie von A gilt dann

firalleve M

(2.5.3) 0 < (um — v, A(um) — A(v))
= (tm, Alum)) = (v, A(um)) = (wm — v, A(v))
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In (2.1.3) ist vorausgesetzt, daf

A= (u,u*) — imsup(um, A(um)) >0

Da um — u und A(u,) — u* wie in (2.1.3), erhalten wir aus (2.5.3) fiir
m — o0

0 < ((u,u*) — A) — (v,u*) — (u — v, A(v))
=—-A+ (u —v,u* — A(v)) .
Setzen wir speziell v = u, so folgt —\ > 0, also A = 0 und daher
0 < (u—v,u* ~ A(v)) fiir alle v € M.

Nach dem Minty-Lemma kénnen wir A(v) durch A(u) ersetzen, womit dann
(2.1.3) bewiesen ist. =

Die Eindeutigkeit der Lésung von Variationsungleichungen fiir monotone
Operatoren 1afit sich unter einer strikten Monotoniebedingung zeigen.

2.6 Strikt monotone Operatoren. Ein monotoner Operator A : M — V*
heif}t strikt monoton, falls

(u—v,A(u) — A(v)) >0 fiir u,v € M mit u # v.
Dann gilt:

(2.6.1) Es gibt héchstens eine Lésung der Variationsungleichung in 2.1 fiir A
auf M.

(2.6.2) Sind (2.1.1) - (2.1.2) erfiillt, so gibt es eine Abbildung B : V* — M, so
daf8 B(u*) die eindeutige Lésung der Variationsungleichung fiir u — A(u)—u*
auf M ist. Ist M =V, so ist A: V — V* bijektivund B = A1,

Bewers. Seien uy,uz Losungen, d.h. fiir i = 1,2
0> (u; —v, A(us)) fiir v € M.
Setze v = uy fiir 2 = 1 und v = u; fiir ¢ = 2 und erhalte durch Addition
02 (ur — uz, A(u1) — A(uz))

woraus wegen der strikten Monotonie u; = us folgt. Zum Beweis von (2.6.2)
bemerke, dal u — A(u) — u* nach (2.5.1) die Voraussetzungen in 2.1 erfiillt,
mit (2.6.1) also genau eine Losung B(u*) der Variationsungleichung besitzt.
Ist M = V*, so ist diese Losung durch die Gleichung A(B(u*)) = u* charak-

terisiert, . o

Das Standardbeispiel eines strikt monotonen Operators ist die durch

(2.6.3) (¢, A(n)) := /VC- Vyu
03
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definierte Abbildung A : V — V*. Dabei ist V := H Lp(£2) mit einer offenen
Menge 2 CIR" und 1 < p < 0o, und der p-Gradient Vpu ist definiert durch

= { |VulP™?Vu in {Vu # 0},
(2.6.4) Vyu: {0 my

Zum Beweis der Monotonie des Operators A auf V haben wir fir z9,z1 € R"
mit z; := (1 — t)2p + £z, zu berechnen

(2.6.5) (21 — 20) - (lz1|P~221 — | 2072 20)

1
d
= (21 — 20) '/@ (lzP7%2) dt
0

1 2
=o/lzt|p_2 (lzl — 2"+ (p-2) ((zl ‘“20)‘|—Z‘|> ) dt

1
> (1 + min(0,p — 2)) - / |ze|P~2 dt - |29 — 20|?
0

was fiir zy # 2y positiv ist.
In vielen Beispielen ergibt sich die Koerzivitit eines monotonen Operators aus

einer starkeren Monotonieeigenschaft.

2.7 Stark monotone Operatoren. Ein monotoner Operator A : M — V*
heiflt stark monoton, falls es eine monotone Abbildung aq : [0, 00— [0, 00]
gibt, die bijektiv ist, so daf

(4=, A(u) = A®)) 2 a0l —v|)flu— o] fiir alle u,v € M.

Ist dann (2.1.1) erfiillt, so existiert die Abbildung B : V* — M in (2.6.2) und
ist gleichmiBig stetig.

Beweis. Die starke Monotonie impliziert die Koerzivitit (2.1.2), denn fiir ug
in M gilt
(v — uo, A(u))
l[ee — o]

Nach 2.6 existiert dann die Abbildung B : V* — M. Fiir ui,uy € V* gilt also
mit u; := B(u})

2 ao(llu —uoll) = [[A(uo)ll = oo fiir fjul| — oo.

(ui —v, A(ui) —ul) <0 fir v € M.
Wie im vorigen Beweis folgt daraus

(w1 —uz, A(u1) —uf) <0,
(u2 ~ug, A(uz) —u3) <0,
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also durch Addition
(uy — ua, A(ur) — Auz)) < (w1 — ug,ui —u3) .

Da die linke Seite nach unten durch ao(||u; — us||)||us — uz2|| abgeschétzt ist,
folgt
ao(|lur — ual}) < fJui — il ,
d.h.
|B(u3) — B(up)l| < a5 (llug —u3ll) -

Da «y'(¢) \, O fiir £ \, 0, folgt die Behauptung. O
Wir verallgemeinern nun die Anwendung des Satzes 2.1 auf, insbesondere
kompakte, Storungen eines monotonen Operators.

2.8 Gestérte monotone Operatoren. Eine Abbildungen F': M — V* sei
gegeben durch

F(u):= A(u,u) mit A:MxM-V".

Dabei sei A(w,-) : M — V* ein monotoner Operator fiir jedes w € M, und
fiir jedes u € M gelte:

(2.8.1) A(-,u) ist schwach stetig, d.h. fiir wm,w € M gelte

wm — w  schwachin V = A(wm,u) — A(w,u) schwach®in V*.

(2.8.2) (-, A(-,u)) ist schwach unterhalbstetig, d.h. fiir wm,w € M gelte

wm —w schwach in V = (w, A(w,w)) < liminf(wm, A(wm,u)) -
Unter diesen Voraussetzungen erfiillt F' die Stetigkeitsbedingung (2.1.3).

Beweis. Analog zum Beweis von 2.5 seien wm, u, u* wie in (2.1.3). Die Mono-
tonie von A(um,*) ergibt fir v € M
0 < (tm — v, A(Um,um) — A(tUm,v))
— (s F(um)) — (0, F(m)) = {1, Alttm, ) + (0, A(tim, v)

Fiir den ersten Term nutzen wir wieder aus, dafl

X = (u,v*) — limsup(um, Fum)) 20,

m—0oo

und fiir den zweiten, daf F(u;,) — u* schwach* in V*. Unter Verwendung
der schwachen Unterhalbstetigkeit in (2.8.2) fiir den dritten Term und der
schwachen Stetigkeit (2.8.1) fiir den letzten Term folgt

0 < ({w,u*) — A) = (v,u*) — (u, A(,)) + (v, A(u,v))
= =2+ (u —v,u* — A(u,v)) .
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Setzen wir v = u, so folgt wieder A = 0, und daher
0 < (u—wv,u*— A(u,v)) fiir alle v € M.
Die Anwendung des Minty-Lemmas auf v — A(u,v) liefert dann
0 < (u—v,u* — F(u)) fiir alle v € M,
d.h. (2.1.3) ist bewiesen. ‘ a

Als Spezialfall betrachten wir

2.9 Kompakte Stérungen. Eine Abbildung K : M — V* heiflt vollstetig,
falls fir um,,u € M gilt:

Um —+u schwachin V. = K(up,)— K(u) stark in V*

Offensichtlich erfiillt jeder vollstetige Operator K : M — V* die Bedingun-
gen (2.8.1) und (2.8.2), d.h. K ist schwach stetig, und (-, K(-)) ist schwach
unterhalbstetig.

Wir wenden die bisherige abstrakte Theorie nun an auf

2.10 Elliptische Differentialoperatoren vom Divergenz—Typ. Wir be-
trachten vektorwertige Funktionen u : £2 — IR™, wobei 2 C IR™ ein
beschrénktes Gebiet (d.h. eine beschrinkte, offene und zusammenhingende
Menge) mit Lipschitz-Rand sei. Weiter sei 1 < p < co und

F.V:=HY"(;R™) - V*

definiert durch
F(u) := A(u,u) + K(u) ,

wobei fiir ( € V

(¢, A(w, u)) :=/V( ca(,w,Vu) ,
o)
(¢, K(w)) ::/(f(-,w)+ /Cg(-,w)d%"“l .
2 F:Xe;

Dariiberhinaus sei eine Funktion ug € V gegeben. Die Voraussetzungen an die
Koeffizientenfunktionen a, f, g, die gewshrleisten, daf

A:VxV ->V* und K:V-oV*

wohldefinjert sind, sind die folgenden:

(2.10.0) Die Funktionen
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a:2xR™xR™ — R™,
f:2xR™ —-R™,
g:02 xR™ —-R"™

sind Carathéodory-Funktionen, was z.B. fiir a heift, dafl

a(-,20,21) mefbar ist fiir alle (29,2;) € R™ x R™",
a(z,-,") stetig ist fiir alle z € §2.

(2.10.1) Als Strukturbedingung setzen wir voraus, daf a p—elliptisch ist, d.h.
mit einer Konstanten ¢q > 0 gilt

(z1 —71) - (a(x, 20,21) — a(a:,zo,él)) > colz1 — £1P

fir z € 2, 20 € R™ und 21,% € R™ und dal f und g guasimonoton
beziiglich ug sind, d.h. zu § > 0 gibt es Funktionen ¢ € L'(§2) und
s € LY(02), so dafl

(z —uo(2))f(z,2) 2 —6|z|P —ps(z)  furz e, z€ R,
(z —uo(z))g(z,2) > —b|2|F — s(x) fur z € 892, z € R™.

(2.10.2) Als Wachstumsbedingung setzen wir voraus, daf

—1 -1
la(e, 20, 21)| < Colz1[P™L + 87 |20|P~F + ps(2) 7
fir x € Q,(Zg,zl) e R™ x R™",

If(z,2)| < Colz|t™! + folz)™T  firz e 2, z € R™,
19(z,2)] < Colz|"™! + go(z) fiir z € 802, z € R™.

Dabei ist Cy > 0, fo € LY(§2), go € L*(d12), und wie oben @5 € L*(£2) fur
jedes § > 0. Weiter sind ¢,r €]1, 00| so gewshlt, daB stetige Einbettungen

HY(0) o L(0) , HY(R) < L"(30)

existieren, d.h. es muf} gelten

Beweis. Es folgt aus (2.10.0), daB a(-,w, Vu), f(-,w) in £2 und g(:,w) auf 042
meBbar sind, falls w,u € V. Die Integranden in der Definition von A und K
schitzen wir mit Hilfe von (2.10.2) ab und erhalten mit Hilfe der Sobolev—
Einbettungssatze fir { € V
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(¢, A, )] < / V¢ - a(-,w, V)|
0
< [1v (Colvulp‘l ot 4ol )
n

p—1 p—1 ’L;i
< CIVELr(e) ”vu”m(n) + Hw”LP(.Q) + H‘Pl”Ll((z)
< Ol (Jlul™ + ol +1)

und

(¢ K(w))] < / 1< 17Cw)] + / €] lg(-, w)| dH™?
' 7, PY?)
< J1c (Cotatr=r+ 55 ) + [ el (Cololr +.007) arns
n [ Xpi

g-1
<Cllclus (Il + 1l

T_—l
+ Ollcllzr ) (ol a0 + 90l Fom

<Clicly (lolly™ + ol +1)
insgesamt also mit & = max(p,q,r) (in der Regel = ¢q)

(& Fu)l < Cliclv (JJulfg +1)

somit
IF(u)flve <C-(JJu)|g " +1) .

Diese Abschitzung beweist die Wohldefiniertheit von A und K und zeigt
auflerdem, dafl die Eigenschaft (2.1.1) fiir F' erfillt ist. a

Fin Beispiel fiir den Hauptterm A in 2.10, fiir das die Wachstumsbedingung
in (2.10.2) erfillt, ist

a(cc, Zo,z) = {g('z,)z fiir 2 7é 0,

fiir z = 0,
wobei d :]0, co[— IR stetig sei mit

C . rp-2 , falls 1 < p < 2,
0<d(r)<q . (rp—2 + 1) , falls p > 2.

Die Elliptizitatsbedingung in (2.10.1) gilt fiir p > 2, wenn

d(r) + rmin(0,d'(r)) > ¢ rP~2 firr >0
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mit einer Konstanten ¢ > 0. Denn analog zu (2.6.5) ist

(21 = 20) - (dllz D21 = d(fzo])z0 )

1
wawm+mmmmwwm»&4m~mﬁ

1

1
2c/|zt|p_2dt~|zl —zo|2=c/
0

0

p—2
dt - [zl — 20 P

“(=3)
Yo 5 Y1

mit
1 21 + 2o 21— 2o

== und "
2 lZl — Zol

Yo ! i=ma

wobei fiir p > 2 das letzte Integral gleichmiBig in yo und y; nach unten durch
eine positive Konstante abgeschitzt ist. Der zugehdrige Differentialoperator

1st
V- (d(|Vu|)Vu) .

Fiir das Standardbeispiel in (2.6.3) ist d(r) = r?~2. Dies fithrt zum p-Laplace-
Operator

(2.10.3) Apu =V - (Vpu) ,
wobei der p—Gradient wie in (2.6.4) definiert ist.
Wir 16sen nun zugehdrige Variationsungleichungen mit abstrakt gegebenen

Nebenbedingungen.

2.11 Satz. Es sei F' wie in 2.10 definiert, und M C V sei abgeschlossen und

konvex, es sei ug € M fiir die Funktion in 2.10 und es gebe eine Konstante
C1 > 0, so daf

(2.11.1) uwtaeM mitaclR = |of<Cr.

Dann erfiillt F auf M die Voraussetzungen in Satz 2.1. Es gibt also ein u € M,
so daf
(v — v, F(u)) <0 fiirallev € M,

d.h. ausgeschrieben

n

/(V(v — ) - a(yu, V) + (0 — u)f(,w)) + ](v —w)g(-,uyH™1 <0
o182

Beweis. Die Eigenschaft (2.1.1) wurde schon in 2.10 bewiesen. Fir das weitere
fithren wir zur Vereinfachung eine Translation um die Funktion ug durch, d.h.
wir betrachten

(e, 20, z1) := a(z,uo(z) + 20, Vuo(z) + 21) ,



2 Variationsungleichungen 31

ebenso f und §. Diese Funktionen erfiillen die Voraussetzungen in 2.10 bzgl.
der Funktion g := 0. Denn z.B. ist

z-f(z,2) =z flz,z + uo(z)) 2 —6lz +uo(z)|? — ps(z) .
Wegen der elementaren Ungleichung
AN\
(a+ B < AP~ 10:"-}-()\ 1) BP fiir @, 8 > 0, A > 1,

folgt dafl .
2 f(2,2) 2 =28]2|" = (Cluo(2)[” + ps(z)) ,

wobei der Ausdruck in Klammern eine Funktion in L1(#2) ist.
Dies bedeutet, da wir die Ausgangskoeffizienten a, f, g betrachten kénnen
unter der Annahme da8f ug = 0. Zum Beweis der Koerzivitat haben wir

(u, F(u)) = /w of-, uVu)—l—/ f(,u)-l—/u o(-, u) dHPL
as

nach unten abzuschitzen unter Verwendung der Strukturbedingungen in
(2.10.1). Das erste Integral ist unter Verwendung der Elliptizitit

/Vu a( u, Vu) — a(-, u, Ob /Vu a(,u,0)

1 p-1
> ¢ / [Vul — / Vul (85 jup =t + g |

Mit der Young-Ungleichung ist dies

/|Vu|P C/ Slul? + ¢5)

Mit Hilfe der Strukturbedingung fiir f, ¢ erhalten wir also
(u, F(u)) > %/IVUP’ —C’/(«ﬂul”—!—pg) —C/(5|u|p+2/)5) dH™ 1.
o)

Wir nutzen aus, daf§ auf der Menge M eine Poincaré-Ungleichung gilt (zum
Beweis siehe [Al 5.15]), d.h. es gibt eine Konstante C5, so daB

“v”u(m <y (||Vv|| 2y T 1) fiir alle v € M.

Damit folgt

(u, F(w)) >

N

0—2" —C. 025) /|Vu[p ~C(6) .

lV

Co
Z”vu”[,p(,r)) -C 3
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falls 6 klein genug gewihlt wird. Da nach der Poincaré-Ungleichung

\|Vv“1£p(m 2 C“”H];zl,p(g) -1,

folgt daraus die Koerzivitiat von F beziiglich des Punktes 0 = ug € M. Zur
Abhingigkeit der Abschétzung von (u, F(u)) nach unten von den Koeffizien-
tenfunktionen a, f, ¢ ist zu bemerken, daB nur die Konstanten und Funktionen
in den Strukturbedingungen von a, f, g, sowie in der Wachstumsbedingung
von a eingingen. Des weiteren hing diese Abschitzung im wesentlichen nur
von der Poincaré-Konstante auf M ab.

Die Stetigkeitsbedingung (2.1.3) beweisen wir mit Hilfe von 2.8, d.h. mit der
Darstellung

Fu) = fl(u,u) , ji(w,u) = A(w,u) + K(w) .

Wie schon gerade benutzt, impliziert die Elliptizitiat von a die starke Mono-
tonie von A(w, ) (vgl. den Beweis von 2.7). AuBlerdem ist A(w, ) stetig, mithin
auch hemistetig. Denn konvergiert u, — u in V fiir m — oo, so ist

|A(w, um) = A(w, u)||v+ < lla(, w, Vum) — a('awavu)HLi" () -

Fiir eine Teilfolge konvergiert Vu, ~— Vu fast iiberall in 2, somit auch
a(,w, V) — a(-,w, Vu). Da nach der Wachstumsbegingung (2.10.2)

|a(‘>w) vum)lp'= < C(|Vum|p + lw|p +‘P1) >

und auf der rechten Seite Vu,, —» Vu in LP({2), folgt nach dem Vitali—
Konvergenzsatz, da a(-,w,Vum) — a(,w,Vu) in LP"(£2) und folglich
Alw,up) — A(w,u) in V*, was die Stetigkeit von A(w,-) beweist.

Es bleibt also zu beweisen, daf$ A(:,u) die Eigenschaften (2.8.1), (2.8.2) hat.
Dazu zeigen wir fiir den Anteil A(-,«) als stirkere Eigenschaft (siche 2.9) die
Vollstetigkeit. Konvergiert w, — w schwach in V fiir m — oo, so konvergiert
nach dem Rellich’schen Einbettungssatz w,, — w stark in LP(§2). Wie oben
fithrt dann die Abschétzung

(s wm, Vu)P” < C(IVulP + [wml” +¢1)
zur starken Konvergenz A(wm,,u) — A(w,u) in V*.

Fir den Anteil K gehen wir wieder von einer in V schwach konvergenten
Folge w,, — w aus, die dann wieder stark in LP(§2) und fiir eine Teilfolge fast
iiberall in §2 konvergiert. Also folgt, daf

fG wm) — f(-,w) ~ fast {iberall in 0.
Auferdem gilt wegen der Wachstumsbedingung an f, dafl

|f('>wm)|qt SC(Ime—I—fO) .



2 Variationsungleichungen 33

Da wm, beschrénkt in V sind, also nach dem Einbettungssatz auch in L9 (£2) (s0
war g gewidhlt), folgt daB f(-,w,,) in LY () beschréinkt sind. Da 1 < ¢* < oo,
d.h. LT (£2) reflexiv ist, konvergiert eine Teilfolge schwach in L9 (£2). Wegen
obiger punktweiser Konvergenz mu8 dieser schwache Grenzwert die Funktion
f(+,w) sein. Dies impliziert, da8 fiir alle ¢ € V gilt , da dann ¢ € Li(92),

[ettoom) = [crtu i m - oo,
) 7]

Entsprechendes folgt fiir den g-Term, indem wir die kompakte Einbettung auf
L?(042) und die stetige Einbettung auf L™(8£2) verwenden. Damit ist gezeigt,
da K(wm) — K(w) schwach* in V*, d.h. K erfiillt (2.8.1).

Zum Beweis von (2.8.2) fiir K betrachten wir, mit wn,,w wie gerade, die sich
aus der Strukturbedingung ergebenden nichtnegativen Funktionen

wmf(')wm) + |wm|p + 1 .
Nach dem Fatou-Lemma ist
o) 2
Nun konvergiert |wn,|P gegen |w|P in L'(£2) und wir erhalten als Konsequenz

D/w-f(-,w) <timint [ wn - (,0m)

P/

Da wir analog fiir den g—Term argumentieren kénnen, folgt die schwache Un-
terhalbstetigkeit von (-, K(-)). Zum SchluB sei noch bemerkt, dafl fiir den
subkritischen Fall der Exponenten ¢ und 7, d.h. wenn die zugehorigen Einbet-
tungen kompakt sind, die Vollstetigkeit auch von K folgt. O

Meistens wird die Menge M dazu Benutzt, Randwertprobleme zu 1ésen, d.h.
mit einer mefbaren Menge I' C 912 setzt man

M:={veV:v=up fastiiberall auf I' } .
Dies definiert einen affinen Unterraum M = ug + Mp mit
My:={veV:v=0 fastiiberall auf I } ,

und falls H*~1(I') > 0 so ist (2.11.1) erfiillt mit C; = 0. Die Variations-
ungleichung in Satz 2.11 wird damit zur Gleichung

(¢(,F(v)) =0 fiir alle ¢ € M,.

Dies bedeutet, da u eine schwache Losung des folgenden Randwertproblems
1st: ,
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~V-a(,u,Vu)+ f(,u) =0 in £,
u=1uy aufl,
veoa(-,u,Vu)+g(hu)=0 auf 02\ I.

Als Beispiel fiir eine durch eine Menge M gegebene Nebenbedingung, die keine
affinen Unterraum darstellt, 16sen wir hier das schon in 1.5 angesprochene
doppelseitige Hindernisproblem.

2.12 Hindernisproblem. Es sei F' wie in 2.10 mit m = 1. Gegeben seien
zwei Funktionen '

u: 2 —[—oo0,00[ und TW: 2 —>]-—-00,00],

die wir als Hindernisse bezeichnen. Weiter sei I' C 0f2 eine 'H"‘l—meﬁbare
Menge und ug € H1P(£2) wie in 2.10. Wir definieren

M = {v e H"?(2); u < v <7 fast iiberall in §2,
v = ug fast iberall auf I' } .

Falls dann
(2.12.1) u<uy <7 fast iiberall in £2,
(2.12.2) H*HI) >0 oder

min(L™({u > —o0}), L*({T < +0})) >0,
so existiert eine Losung u € M des Hindernisproblems, d.h. mit

(u—v,F(u)) <0 fiir alle v € M.

Beweis. Wegen (2.12.1) ist ug € M. Um Satz 2.11 anwenden zu kénnen haben
wir « fiir up + a € M abzuschitzen. Hat I" positives Maf, so mufl a = 0 sein.
Ansonsten gibt es nach (2.12.2) Mengen Si C {2 mit positivem Ma$, so daf

u > —oo auf S_ und u < +oo auf Si.
Wegen u < ug + a <7 folgt dann

a > ess sup(u — up) > —o0
s

und
a < essSinf(ﬂ —up) < +00 .
+

O

Die Regularitit der Lésung des Hindernisproblems werden wir in Abschnitt 4
untersuchen. Im Vorgriff sei hier nur bemerkt, daf im Standardfall

a(z,z0,21) =2 mitp=2, f(z,z)=1 und g(z,2)=0
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die Variationsungleichung lautet

/V(u—v)-Vu+(u—-—v)§O fiir alle v € M.
n

Im einfachsten Fall eines einzigen Hindernisses, d.h. u = 0 und @ = 400 wird
dann folgen, dafl

_J1 in{u>0},
Au = {0 fast iiberall in {u = 0}.

Das heift, u 16st eine Differentialgleichung mit einem Sprung im Verbrauchs-
term (vgl. 1.4).

Wihrend also Probleme mit solchen Unstetigkeiten als Variationsungleichun-
gen formuliert werden konnen, trifft dies nicht zu fiir Spriinge wie in 1.2
und 1.3. Wir werden im folgenden jedoch zeigen, daf sich Probleme mit
Spriingen im Diffusionskoeffizienten und im Driftterm als Grenzwerte von
Variationsungleichungen (ohne Nebenbedingungen) auffassen lassen kdnnen.
Wir beschrénken uns dabei auf den Fall skalarer Differentialgleichungen.

2.13 Springender Diffusionskoeffizient. Es sei F definiert wie in 2.10 mit
m = 1 und p = 2. Die Koeflizienten mdgen die dortigen Voraussetzungen
erfiillen mit der Ausnahme, da8 in (2.10.0)

a(w,20,21) = d(z,20)21 + ez, 2)
mit Diffusionskoeffizient

_ Jdt(z,2) firz>0,
d(z,2) = {d_(x,z) firz< 0,

wobeie: 2 xR —» IR" und d* : 2 x R — IR™*" Carathéodory-Funktionen
selen. Wir betrachten das Dirichlet-Problem beziiglich einer mefibaren Menge
I' C 082 mit positivem MaB, d.h. fiir u € V = HL2(£2) sei

M, :={v € V; v = u fast iiberall auf I" } .
Gesucht ist also ein u € M, (mit uo aus 2.10), so daB
(¢, F(u)) =0 fir alle ( € M,

wobeil

(C) F(’U,)) = /(VC - (d(’u)vu + 6(~, u)) + (f(’u)) + / Cg('a u) dHn~1 .
n o

Dabei ist zu beachten, dafl
Vu=0 fast iiberall auf 2 N {u = 0},
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d.h. im Term d(-,u)Vu ist es nicht erforderlich, d(-,0) zu definieren, obwohl
wir konsistenterweise setzen konnten

d(-,0) := -;- (d=(,0) +d*(-,0)) .

Wir beweisen die Existenz einer Losung dieses Randwertproblems, indem wir
den moglichen Sprung von d(z,-) bei 0 durch glatte Funktuionen d.(z,-) ap-
proximieren.

2.14 Satz. Es gibt eine Lésung u € M,, des Randwertproblems in 2.13.

Beweis. Wir approximieren d durch Carathéodory—Funktionen d. fiir € N 0,
z.B. durch

d¥(z,z2) fiir z > ¢,

3 (d¥(z,e) +d~(z,—¢))

+£ (dt(z,e) —d(z,~¢)) fir —e <2z <¢,
d=(z,z) fiir z < —e.

de(z, 2) :=

Da d. gleichmiBig elliptisch sind (im Sinne der Strukturvoraussetzung in
(2.10.1)), d.h.

21 - de(z,20)21 > €ol21|? firz e N, o€ R, zy € R”

mit einer von € unabh#ngigen Konstanten cg, sind die zugehérigen Operatoren
F, koerziv gleichmiBig in ¢ (siehe Beweis von 2.11), d.h. es gilt mit einer von
¢ unabhingigen Konstanten C

(u — uo, Fo(u)) > %||vu||§2(m ~C(uo)  fir u € My,.

Nach Satz 2.11 gibt es daher eine Losung u. € M,, zum Operator F, auf
M,,, d.h.
(ue — v, Fe(ue)) <0 fiir alle v € My,

Setzen wir v = uy, so folgt aus der Koerzivitit und der Poincaré-Ungleichung
auf My, dal ||ucl|gr2(n) < C gleichmiBig in ¢, und da M, ein affiner Un-

terraum ist, erhalten wir
(¢, Fe(ue)) =0 fiir alle { € Mo.
Zur Konvergenz fiir ¢ — 0 zerlegen wir F, in
F.(u) = A.(u,u) + K(u) ,

wobeil

(¢, Ac(w,u)) := [ V(- de(w)Vau,
/

W)= [(V¢elow)+ w0+ [ ol wyan
n on
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Wegen der Wachstumsbedingungen (2. 10.2) an f, ¢ und a, die auch implizieren
dafl

le(z,2)* <2 (|21 + ¢a(2)) ,

folgt wie in Beweis von Satz 2.11 (mit analoger Anwendung fiir den e~Term)
die schwache Stetigkeit von K. Da u, in H2(£2) beschrankt sind, gibt es ein
u € H"2(2) so daf fiir eine Teilfolge

Us — U schwach in H12($2),

Ue — U fast tiberall in 2.
Wir schlieflen daraus, dafl u € M,, und da88
(¢, K(ue)) — (¢, K(u)) fiir ¢ € M,.

Es bleibt also die Konvergenz von Ac(ue,ue) zu untersuchen, wobei die
Schwierigkeit darin besteht, daff wir nicht erwarten kénnen, dafl d.(-,u.)
punktweise gegen d(-,u) konvergiert, falls d keine Carathéodory—Funktion ist.

Daher zerlegen wir
Ue = u;" + ug +u,

mit

ut = max(u. —¢,0),
ug = min(u +¢,0) ,
u? := max(—e, min(e, u.)) .

Da u¥, u? als Anteil von u, in H L2(2) beschrankt sind, gibt es Funktionen
ui, ug mit
+

&
schwach in H'2(02) und fast tiberall in 2. Da u} > 0 folgt ut > 0,
entsprechend v~ < 0, und da |42 < ¢ muB «° = 0 sein. AuBerdem folgt
aus uf -u; =0 daBut -y~ =0, und da u. — u fast iberall, erhalten wir

u —>u+,u2—>u°,u;—>u"

vt =max(u,0) und u” = min(u,0) .

Nun gilt entsprechend der Zerlegung von .
(6 Aeluesu)) = [ VC- del, )90
' 2
+ / V¢ (dH(yuf +€)Vud +d(us —e)Vur) .
2

Da d*(-,uf 4+ ¢) — dt(-,ut) fast iiberall in {2, entsprechend d~(-,u; —¢) —
d=(-,u™), konvergiert das letzte Integral gegen

/vg- (@ (,uH)Vut +d(um)Vu) = /vg.dc,u)w,
K] 2
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wenn wir beachten, daff Vu = 0 fast iiberall in {u = 0}. Zum Beweis der
Behauptung

0= ((, Fs(us)) - (gaF(u))

bleibt also nachzuweisen, dafl

(2.14.1) /VC de(-,u)Vul — 0 fiir e — 0.
2

Nun ist 0
V(-de(ul) = p; + %wﬁ ,

wobel fir 6 > 0 )
()0% = §VC ' (d+(76) +d_(') _5)) ’

@} = 5V (4 (,6) —d(,=5)) -

Definieren wir noch

1._,0 2._ 1/ o0\2
vy :=u, und v := 5% (us)

so erhalten wir die Darstellung

[ve-duvat = 3 [oiovol.
2

=120

Nun sind v in HV2(£2) beschrankt mit [vf| < C-e — 0 fiir ¢ — 0. Damit kon-
vergiert fiir eine Teilfolge vi — 0 schwach in H%2(£2), also Vv — 0 schwach in
L2(£2;IR™). Aus der Wachstumsbedingung (2.10.2) folgt, daB d*(., z) gleich-
mafig beschrinkte Funktionen sind. Da d*(-,z) — d*(-,0) punktweise fir
z — 0, erhalten wir, dafl fiir 6 —» 0

T stark in L?(§2;IR™).

Somit gilt

/(pg-vvg'—»o fir e — 0,

(p4
was (2.14.1) beweist. U
Im gerade gefiithrten Beweis war es wesentlich, da8 wir den springenden Ko-
effizienten d(-,u) in der Sprungstelle selbst, d.h. auf der Menge {u = 0} nicht
kennen miissen. Der Grund war, dafl der Faktor Vu auf der Menge {u = 0}
fast iiberall Null ist, d.h. d(-,u)Vu haben wir auf {u = 0} als Null definiert.

Anders sieht die Situation bei Spriingen im e-Term (siehe 1.3) aus, da dann
ein solcher rettender Faktor nicht auftritt.

2.15 Springender Driftterm. Wir setzen 2.10 voraus mit m = 1, aber der
Ausnahme, daf§ in (2.10.0)
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a(z,20,21) = ao(z, 29,21 ) + e(z, 20) mit ao(z, 20,0) =0

und
e(z,7) = {e+(a:,z) firz>0 ,
’ e (z,2) firz<0 .
Dabei seien ap : 2 x IR x R” — IR™ und % : 2 x IR — IR™ Carathéodory—
Funktionen. Im Gegensatz zu 2.13 ist es nun erforderlich e(z,0) zu definieren.
Wegen des méglicherweise vorhandenen Sprungs gehen wir zu einer mengen-
wertigen Definition von e(z,-) iiber, d.h. es sei

14+« 11—«

et(z,0) +

e (z,0); —1<a< 1}

e(z,0) = {

und fiir 2 # 0 identifizieren wir e(z,z) als einpunktige Menge mit seinem
Element.

\R™
0/"/’_\_//‘
e*(z,2)
e (z,2) ¢(e2)

Y

Bild 2.3: Das mengenwertige Vektorfeld e(z,-)

Fiir mefBbare Funktionen u : 2 — IR und v : 2 — IR™ bedeutet dann die
Inklusion

Y€ 6(‘5”) )
daB
vy=e%(,u) in{u> 0},
y=e"(u) in {u <0},
: v € conv{et(:,0),e7(-,0)} .
Die letzte Inklusion fiir die Funktion 7 bedeutet, dafl es eine meBbare Funktion
X :{u =0} - [~1,1] gibt mit

1 1-—
= _;Xe"'(-,[])—i- 2Xe_(-,0) in {u = 0}.
Alternativ kénnen wir fiir v € e(+,u) auch schreiben
_l+x -

+(. Xe=(. i
5 e (-, u) + 2 e (-,u) in 2
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mit einer mefbaren Funktion x : 2 — IR, die erfillt
x=1in{u>0}, x=-1in {u<0} und x| <1,
oder, wenn man will,

|sign(u)] + |x — sign(u)] <1

Wir beweisen den folgenden Existenzsatz:

2.16 Satz Unter den Voraussetzungen in 2.15 gibt es ein u € My, (31ehe 2.13)
und ein y C L?"(£2;IR™) so daB

v E e(')“)

und fiir alle { € M,

0= / (V¢ (a0 (- u, V) + ) + CFCou) + / Co(-yu)dHPL .
2 on

Beweis. Analog zum Beweis von 2.14 definieren wir fiir ¢ > 0 Approximationen

6+($az) fiir z > ¢,

2 (e*(z,e) + e~ (z,—¢))

+2_ze (6+($>5) - e‘—(w, —6)) fir —e <z <eg,
¢ (z,2) fiir z < —e.

ee(z,2) 1=

Die Voraussetzungen an a in 2.10 implizieren die gleiche Abschitzungen fiir
ag sowie

lee(z, 2)] < &5 |2|P~ + cpg(x)z‘;_l gleichmafig in €.

Die zugehdrigen Operatoren F; sind damit wieder gleichméBig koerziv, so dafl
also nach Satz 2.11 Funktionen u. € My, gibt mit ||u.|z1.2(2) < C und

(¢, Fe(ue)) =0 fir alle ¢ € M.
Wir wihlen wieder eine Teilfolge e — 0, fiir die

Us — U schwach in H2(£2),

Ue — U fast tiberall in 2
mit einem u € M,,. Zur Kon\}ergenzbetrachtung zerlegen wir nun F, in
F.(u) = Fy(u) + E.(u) mit  Fo(u) := Ao(u,u) + K(u) ,

wobei
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(C,Ao(w,u)) = VC . ao(-,w,Vu) 5
/
<<>Ee(u)> = [ V(- ee('au) )
/

(¢ K (w)) = / ¢ f(w)+ / (ol w) dH1
2 82 -

Der kritische Term ist nun der e-Term. Nach obiger Wachstumsabsch#tzung
sind e(-,uc) in LP"(£2; IR™) beschrinkt, also gibt es eine Teilfolge € — 0 und
eine Funktion +y in diesem Raum, so daf

ee( ue) — schwach in LP"(2;IR™).

Da ec(,u.) — e*(,,u) fast iberall in {u > 0}, entsprechend e.(-,u.) —
e~ (+,u) in {u < 0}, folgt

v =e(-,u) fast iiberall in {u # 0}.
Dariiberhinaus gilt
(2.16.1) v € conv{e™(-,0),e7(-,0)} fast iiberall in {u = 0}.

Zum Beweis bemerke, daf es nach dem Satz von Egorov reicht, dies auf solchen
mefbaren Teilmengen S C {u = 0} zu zeigen, auf denen u, — u = 0 gleich-
méBig. Zu & > 0 gilt dann auf S, falls ¢, klein genug,

ee(,uc) € conv{e® (-, £2); 0< 2 < 50} fiir € < &.

Da nach einem Lemma von Mazur

v € convie.(-,u:) ; £ g} in LPT(R)

folgt
7 € conv{e*(,+2);0 < z < &} — conv{e*(-,0)}

fiir 6o — 0 in LP"(02), was (2.16.1) beweist. Damit ist gezeigt, daB v € e(-,u)
und daf} fiir e — 0

(Ca E&(“e)) - /VC et fir C cV.
04

Fiir die Konvergenz der anderen Terme betrachten wir zunéchst den Fall eines
linearen Hauptteils von a, d.h. p = 2 und

ao(z,20,21) = d(z,z0)z
mit einer Carathéodory-Funktion d : £2 x IR — IR™%™.

Wie im Beweis von Satz 2.11 folgt die schwache Stetigkeit von K, so daf} also
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(¢, K(ue) = ((,K(u))  fir(eV.

Da d(-,u.) gleichmifig beschrinkte Funktionen sind, die punktweise gegen
d(-,u) konvergieren, und da Vu, — Vu schwach in L*(£2), folgt

(Cy Ao(ue, ue)) — (€, Ao(u, u)) fur (e V.
Damit 18st das Paar (u,7) die behauptete schwache Gleichung auf M.

Im allgemeinen Fall fiir ag nutzen wir aus, dafl Satz 2.11 auf Fy anwendbar
ist, insbesondere erfiillt Fp die Stetigkeitsbedingung (2.1.3). Auerdem (2.1.1),
woraus folgt, daB fiir eine Teilfolge ¢ — 0

Fo(ue) — u* schwach* in V*.
Koénnen wir nun zeigen, dafl
(2.16.2) (ue, Fo(ue)y — (u,u”) fir e — 0,
so folgt aus der Stetigkeitsbedingung (2.1.3), dafl

(¢, Fo(u)—u*) =0 fiir ¢ € Mo,

und daher
0= (¢, Fe (ue)) = (¢, FO(“6)> (CvEe(ue»

— (¢, Fo(u /VC’Y,

d.h. (u,7) 18st die gewiinschte Gleichung. Wir beweisen nun (2.16.2) unter der
Annahme, daf

(2.16.3) (te, Be(ue)) — /Vu e, u) fiir e — 0.

Wegen (u. — u, Fo(u.)) = 0 gilt dann

(e, Fo(ue)) = (u, Fo(ue)) — (ue, Be(ue)) + (u, Be(ue))
(u,u” /Vu e(,u)—{—/Vu'y

Da 7 € e(-,u) und Vu = 0 fast iiberall in {u = 0}, ist Vu -y = Vu- e(-,u),
womit (2.16.2) gezeigt ist. Wir sehen also, daf das Integral in (2.16.3) wegen
des Vu-Faktors eine dhnliche Rolle spielt wie der d—-Term in Beweis von 2.14.

Daher zerlegen wir zum Beweis von (2.16.3) wie im Beweis von 2.14
Ue = ul +ud +uz

und entsprechend
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(e, B (u)) = / Ve - eu(-,u2)
N
- / (Vb -et(ouf +6)+ Vul - er(yur —¢))
]
_|_

/Vug ee(,ul) .

2
Da u} — u* = max(u,0) und u7 — v~ = min(u, 0) schwach in V wie im
Beweis von 2.14 und da e* Carathéodory-Funktionen sind, konvergiert das
erste Integral auf der rechten Seite gegen

/ (Vut et (L ut)+ Vu - e (LuT)) = /Vu ce(s,u),

n

da Vu = 0 fast iiberall in {u = 0}. Zu zeigen bleibt also, daf

/Vug-eg Su) =0 fir e — 0.
2

Dies beweist man wie in (2.14.1), denn obige Wachstumsabschétzung fiir e.
impliziert, dafl e£(, z) — e*(,0) stark in LP"(2;R™) fiir z — 0. 0

Falls fiir die Lésung u aus 2.16 gilt daB L*({u = 0}) = 0, so kénnen wir in der
schwachen Differentialgleichung  durch e(-,u) ersetzen. Im allgemeinen wird
jedoch L*({u = 0}) > 0 sein. Wir nennen dann {u = 0} eine Mischzone. Als
Beispiel dafiir betrachten wir:

2.17 Eindimensionale Grundwasserstromung. Das gegebene Gebiet
2 =] — 1,1[C IR modelliere eine vertikale Sandsiule, durch die Wasser sickert,
wobei die relevante GréBe der Wasserdruck u sei mit

(a(u' + X{u>0}))' =0 in §2,
u(=1)=0 , u(l)=wuy>0.
Dabei sei mit ag > 0 die Durchlissigkeit a des Sandes gegeben durch

a(c) = 1 fiir 2 >0,
) ag fir z < 0.

Dies modelliert eine Sandséule mit zwei verschiedenen Koérnungen. Ist ag > 1
so liegt in | — 1,0[ eine grébere Korngréfie vor als in ]0,1[. Oberhalb des
Sandes befindet sich eine Wassersiule, und aufgrund der Schwerkraft sickert

das Wasser mit Druck ug in den Sand. Am unteren Ende der Sandsiule tropft
Wasser aus.

In der zugehérigen schwache Formulierung von 2.16 betrachten wir Paare
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(u,7) € HY2(2) x I2(82)

mit obiger Randwertbedingung fiir » und v € e(u), fir die

/C'a(u' +v)=0 fiir ¢ € H12(8).
0

Dabel ist 1 fir 2> 0,
e(z) = { [0,1] firz=0,

0 fiir z < 0.
Wassersiaule
r=1—">f——"""" Druck up > 0
i Sand il
oo Komgrofie 10
R ARG
L Sand .
- Korngréfie ag. .-
PR SOOI Druck 0
Luft

Bild 2.4: Sickerung durch eine Sandsiule

Zunichst bemerke, daB fiir jede solche schwache Lésung u > 0. Die folgt aus
dem schwachen Maximumprinzip, indem wir ( = min(u, 0) setzen und v = 0 in
{u < 0} ausnutzen. Aulerdem folgt aus der schwachen Differentialgleichung,

daf} fir ein A € IR
a(u' + )=\ fast iiberall in ] — 1, 1[.

Nun ist v € HY2(] — 1,1]) ¢ C%/?([-1,1]), d.h. {u > 0} ist eine offene

Menge, in der v = 1. Es folgt"

!

u'=> -1 fast iiberall in {u > 0},

y = fast tiberall in {u = 0}.

Ql>q s
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Da also u > 0 und u' = const in | — 1,0[ N{u > 0} mit u(—1) = 0, sowie
u' = const in ]0,1[ N{u > 0} mit u(1) = ug > 0, folgt die Existenz eines
Punktes zg € [-1,1], so daf

u(z) =0 fir -1 <z < zg,
u(z) >0 flir zp <2 < 1.

Wire —1 < 29 < 0, so wire v = f‘g in]—1,z¢[, also 0 < a—); < 1, andererseits

u = ‘—% — 1> 0in ]z,0], also a—); > 1, ein Widerspruch. Ahnlich folgt, daf
der Fall 0 < zy < 1 nicht auftreten kann. Also ist

2o =—1 oder zo=0.

Im ersten Fall ist u(—1) =0, u(0) > 0, u(1) = ug > 0 und

u'=—)‘~—1>0 in]-1,0[, 2'=X-1>0 1in]0,1].
ag

Daraus erhalten wir die Bedingung
0<ap < up + 1,
sowle die Existenz einer eindeutig bestimmten Lésung v > 0 mit v = 1. Im

zweiten Fall ist u = 0 genau in [—1,0] und u(1) = up > 0 mit

0<y=2<1 m]-1,0, w'=A-150 in 10,1[ .

Qg
Daraus erhalten wir die Bedingung
ay 2 up+1
und eine eindeutig bestimmte Lsung mit
_ [ i) -0,
7_{1“0 in )0,1[
d.h. fiir g > ug + 1 tritt eine Mischzone mit w = 0 und 0 < v < 1 auf.

ap 1

u = wotl v
— Uo+1 _ 1
ap = 1 7_ ap 7_
ap =up +1 I
~1 iz ’ ki
-1 > 1 1
ap Sug+1 G0 = to +

Bild 2.5: Lésung (u,) in Abhéngigkeit von uo und ag.

Ein zweidimensionales Beispiel, fiir das eine eindeutige Losung mit Mischzone
{0 <y < 1} existiert, ist in [A2, Beispiel 4.6] angegeben.






3 Kapazitat

In diesem Abschnitt behandeln wir den variationellen Zugang zum Begriff der
Kapazitdt beschrankter Mengen im IR™. Betrachte dazu zunichst die Lésung
u € M C HY?(2) des cinseitigen Hindernisproblems (2.12 mit & = o)

/V(u-v)VuSO fir allev € M
J .

mit
M={ve H*(2);v=0 H " l-fast tiberall auf o902,
v2>u L"fast iiberall auf 2 } ,

wobei wir uns fiir den Fall interessieren, daff fiir eine Menge £ CC 2 mit
LM(E)>0

>0 mmE, wu=-o00 inf2\E.

— 7] — R™
Bild 3.1: Losung fiir ein Hindernis auf E fiir n > 2.

Fiir den Spezialfall, dafl u = 1 auf E, folgt aus dem Maximumprinzip (setze
v = min(y,1)), dal v < 1, somit v = u = 1 auf E. Die Frage ist nun,
wie sich die Lésung u verhalt, wenn die n—dimensionale Menge E gegen ein
niederdimensionales Objekt konvergiert. Im Limes sprechen wir dann von
einem diinnen Hindernis. Ist E z.B. ein Hyperflachenstiick, so 148t sich eine
zugehérige Menge M mit u > u = 1 auf E nicht mehr beziiglich des Lebesgue—
Mafles auf (2 definieren, sondern héchstens beziiglich der Spurwerte im H"~1-
Maf. Damit bliebe aber immer noch unbeantwortet, ob das Hindernisproblem
fiir m—dimensionale Objekte F mit m < n—2 formulierbar bzw. 16sbar ist, d.h.
welche niederdimensionalen Hindernisse in der Lage sind, eine nichttriviale
Lésung der Variationsungleichung zu tragen. Die Beantwortung dieser Frage
fiihrt uns zum Begriff der Kapazitit einer Menge, d.h. wir werden sehen, dafl
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E eine nichttriviale Lésung trigt genau dann, wenn E eine positive Kapazitit
hat (siehe Satz 3.15).

"\

1-dimensional

®
Y

2 R"
Bild 3.2: Losung fiir ein diinnes Hindernis

Da dieser Begriff identisch ist mit der Kapazitit eines elektrischen Leiters,
geben wir hier zur weiteren Motivation die elektrostatische Definition des
Kapazititskoeffizienten an. Dazu sei £2 C IR eine offene Menge (z.B. 2 = R?)
und E; ¢ R® mit j = 1,...,m, disjunkte kompakte Teilmengen mit glattem
Rand. Diese Mengen interpretieren wir als Ladungstréger, auf denen Span-
nungen U; vorgegeben seien, und D := 2\ (E; U---U Ey,) interpretieren wir
als Vakuum. Die Spannung auf 842 sei 0, wobei die Spannung im Unendlichen
gegen 0 abklingen soll, falls {2 unbeschrénkt ist. Das elektrostatische Potential
¢ : {2 — IR ist dann die Lésung von

Ap =0 in D,
=0 auf 842 und im Unendlichen,
p=U; aufEj;fir;j=1,...,m.

Die dadurch induzierte statische Ladungsverteilung ist gegeben durch —Ae
als Distribution in £2. Somit ist die Gesamtladung Q; auf dem Triger E;

%= [ owat,
(RS\E;)

d.h. die Normalableitung wird vom Vakuum her genommen. Das Potential ¢
kann zerlegt werden in
m
o= v,

1=1
wobei ¢; die Lésung von

Ap; =0 in D,
=0 auf 042 und im Unendlichen,
pi=268;; aufE;firj=1,...,m
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ist. Es folgt
Q; =Y Cjli
mit
Cj,‘ = / aygoi dHZ B
O(IR®\E;)
Die Zahlen C}; heiflen Kapazititskoeffizienten und Cji, J # ¢, heiflen elektro-

statische Induktionskoeffizienten. Die einzelnen Koefzenten Cj; lassen sich
also berechnen, indem man zur Konfiguration

.Q::Q\UE,' , Ey:=E; , D:=0\FE
1#]
ibergeht, die Lésung ¢ von
A =0 in D,
p=0 auf 82 und im Unendlichen,

p=1 auf £,
betrachtet und berechnet
Cjj = / Oy pdH? .
B(R°\Ey)

Bild 3.3: Elektrostatisches Potential im Fall m = 1.
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Da nach dem Maximumprinzip 0 < ¢ < 1in 2\ E;, falls diese Menge zusam-
menhingend ist, mu$ nach dem Hopf-Prinzip 8, > 0 sein auf (IR® \ Ey),
woraus folgt, daB C;; > 0. Im folgenden betrachten wir immer die Situation
eines solchen einzelnen Kapazitatskoeffizienten, wobei aus den Eigenschaften
von ¢ folgt, daf

Cj; = /@6,@ dH? =/‘V(,5|2 dct .
8D D
Da die Losung der Randwertproblems fiir das Potential ¢ als absolutes Mini-
mum des Funktionals
P / Vel?
D

mit den vorgeschriebenen Randwerten gewonnen werden kann, kommen wir
zur folgenden mathematischen Definition der Kapazitat einer Menge.

3.1 Definition. Sei 2 C IR" offen und E C {2 eine beschrinkte Teilmenge.
Fir 1 < p < oo definieren wir die (dufere) Kapazitit von E relativ zu {2
durch

cap,(E, 2) := inf{/ |[Vul? ; w e HYP(IR™) mit
]R_n

u=0 fast iiberall auBerhalb einer kompakten Menge K C 2,
u>1 fast iberall auf einer offenen Menge D D FE } .

Dabei ist cap,(E, £2) := oo, falls die Menge, deren Infimum betrachtet wird,
leer ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn E = {2, da es keine Funktion
u € HY?(IR™) geben kann, die v > 1in £ und u = 0 in IR™ \ 2 erfiillt. Im
Falle 2 = IR™ schreiben wir auch cap,(E) statt cap,(E,IR"). Man beachte,
daB die Kapazitit nur mit Hilfe des Lebesgue-Mafles £ auf IR™ definiert ist,
da die Gleichungen v = 0 und u > 1 in der Definition fast {iberall im £"-Sinne
zu verstehen sind. Offensichtlich gilt

cap,(E1, £2) < cap,(Es, {2) fiir £y, C E; C f2.

Die Fille p > n und n = 1 spielen eine besondere Rolle (siehe 3.2), so daf} wir
im folgenden immer

1<p<n mit n > 2

voraussetzen werden.

3.2 Bemerkung. Es sei p > n bzw. n = 1.

(3.2.1) Ist p > n und 2 echte Teilmenge von IR”, so gilt cap,(E, §2) > 0 fiir
jede nichtleere Teilmenge E C (2. Insbesondere ist
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—n\?! _
capy({#0), Bro(20)) = 1208 (222 ) g

(3.2.2) Ist p=n = 1, so gilt fiir jede nichtleere Teilmenge ECC 2 C R
cap,(E,2)=2.

Beweis. Zum Fall p > n bemerken wir, da die Einbettung von H Lp(£2) nach
CO'Q(_Q) mit o := 1 —2 stetig ist. Nun wihle zg € F und einen groflen Radius

loc

ro > 0, so daf} es eine J!Rugel
B, (z1) C (IR" \TZ) N By, (zo)

gibt. Dann gilt mit von ro und r; abhiingigen Konstanten fiir jede Funktion
u aus der Definition von cap,(E, 2)

[llco.eBrmey < Cllulliis(s,q o) »
und unter Verwendung einer Poincaré-Ungleichung

< ClVullza(s,, (20)) < ClIVul Lomr) -

lu(zo) — u(zy)] > 1 Ses0,
lzo — 2| |zo — x|

[ullco.«(B,y(z0)) 2
folgt, dafl
cap,(E,2) >c¢>0.
Ist E = {0} und 2 = B,, := B,,(0), so liefert die spezielle Funktion

== ()7

(nachdem wir sie approximiert haben durch die Funktionen, die > 1 in Umge-
bungen von 0), dafl

cap,({0}, B,,) < / Vuol? .
By,

Dieses Integral ist die rechte Seite der Identitit in (38.2.1). Umgekehrt gilt fiir
jede Funktion in der Definition der Kapazitit

(B ||Z;i(f1)| d:c)p SBr/O [vu(m)l'p . (B/ #)p_l |

To o

Das Integral auf der linken Seite ist
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_ / 7|vu(rg)| dr dH*(€)

8B, 0

> [ 1u(0) - urog) " (©)
8B,
> H*(0B1) -
Dies ergibt. die umgekehrte Ungleichung in der Behauptung.

Ist p=n = 1, so gilt fiir jede Funktion u in der Definition der Kapazitit von
EcCcmitzgeE '

j /| = / ()] de + / ()| de
7] nNn{z<zo} 2n{z>zo}
> 2lu(zo) =2 .

Auflerdem hat mit E C [z_,z4] C §2 fiir kleines § > 0 die Funktion

us(z) 1= ma.x(l _ dist(, [;3—>$+]),0)

/|u'5|=2.

7]
Dies beweist (3.2.2) (siche dazu auch Satz 3.8). 0

die Eigenschaft

Fine etwas modifizierte Definition der Kapazitat ist die folgende, wobei wir,
wie schon gesagt, von nun an immer annehmen, daB1<p<nundn>2.

3.3 Bemerkung. Fiir 1 < ¢ < oo und £"-mefbare Mengen 5 C 2 definiere
My p(S,92) = {ue LI(R"); Vue LP(R™) mit
u = 0 fast iberall in R" \ £2 und
u > 1 fast iiberall in 5 } .

Ist dann
n

1-2>_T (g = oo nur fiir p = n erlaubt),
p q

so gilt fiir jede beschrinkte Menge E C {2

cap,(E, 2) = inf{ / IVul? ; u € M,y ,(D, )
R»

fiir eine offene Menge D D E } .

Bei diesem Infimum kann man sich auf Funktionen u mit 0 < u <1
beschrianken.
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Beweis. Sei s, das Infimum in der Behauptung und % eine Funktion aus der
Definition 3.1. Dann ist u := max(0,min(1,%)) € L°°(IR®) mit kompaktem
Trager, also u € LI(IR™), somit

/|va|r > / Vul > s, .
R" R"

Damit ist s; < cap,(E,f2) gezeigt. Zum Beweis der umgekehrten Unglei-
chung sei u € M,,(D,f2) mit offetnem D O E. Ersetzen wir u
durch max(0, min(1,u)), so verringert sich das L¢-Integral von u sowie das
LP-Integral von Vu. Also kénnen wir annehmen, daf 0 < v < 1. Sei g der
optimale Exponent der Sobolev-Einbettung, d.h.

1-2=-_1 (§ = oo fiir p =n).

p

Da § > qist u? > uf, alsou e Li(IR™). Ist dann E C Bg,(0) und sind up zu
R > Ry die Approximationen von u mit kompaktem Trager aus dem folgenden
Lemma 3.4, so folgt fiir § > 0 |

capp(E, 2) < limsup/ |[Vug|? < (14 6) / [Vu|? |
Rn

R-00

]Rn
was die Behauptung zur Folge hat. u
Wir hatten benutszt:

3.4 Lemma. Sei 1 < p < n und p < g < co gegeben durch
(3.4.1) 1-2=-2 (= firp=n)
p q
Dann gibt es zu u € L4(IR") mit Vu € LP(IR™) und R > Ry > 0 Funktionen
upR € Hl’p(ﬂ:{n) mit
ur =wu in Bgy(0), wur=0 inIR"™\ Bg(0),

so daf} fiir 6 > 0
p(rn—1

. R - n
IVurly < (L4 ITu, + Ol 2.8)- - (1og 2

Beweis. Sei n € C%1(IR™;[0,1]) eine Abschneidefunktion mit n = 1 in Br,(0)
und n = 0 auBerhalb B r(0), sowie ug :=u - . Die elementare Ungleichung

(3.4.2) (a4 B)P < (1+8)a? + Cs57 fir o,3>0, 6§ >0,

angewandt auf |Vug| < |Vu|+ |u||Vy]| ergibt
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[ 1vurl <@y [1vup+s [ pronr
Das letzte Integral ist mit Hilfe der Holder-Ungleichung und der Definition

von q ;
< gy [ 19017)
m"

Wihlen wir speziell

ﬁ.
n(z) = —2=L i Ry < o] < B
Og Ro
so 1st R \lon
[ v =comfog )

Rn
a

Als Konsequenz erhalten wir, daf8 das Infimum in 3.3 angenommen wird, falls
die Menge E offen ist, d.h. die Kapazitit ist dann der Wert des absoluten
Minimums eines Variationsproblems.

3.5 Satz. Es sei 1 < p < n und {2 beschrankt, falls p = n. Dann gibt es

zu jeder offenen (!) Menge E C £2 mit cap,(E, 2) < co genau eine Funktion
©p € My,(E,§2) mit ¢ wie in (3.4.1), so daB

cap,(E,§2) = / [Vogp|P .

Wir nennen ¢ das Kapazitiatspotential zu E. Dieses ist charakterisiert durch
die Variationsungleichung

/V(goE —0) - Vyopr <0 fiir alle v € M, ,(E, 2)

mit dem p-Gradienten Vg wie in (2.6.4). Dariiberhinaus gilt fast {iberall
0<pp <1 inf2, pg=1 aufkE.

Beweis. Es se1 1 < ¢ < oo mit
(3.5.1) l<p<n , 1——=—— , {2 Dbeliebig,
D q

beziehungsweise (im Gegensatz zur Formulierung des Satzes)

(3.5.2) p=n , n<qg<oo Dbeliebig, {2 beschrankt.
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Wir betrachten den Raum
V= {uELq(IR") ; Vue LP(IR") und v =0in R™\ 2 } .

Da die Funktionen (u, Vu) mit u € V einen abgeschlossenen Unterraum von
LI(IR™) x LP(IR™; IR") bilden, ist V ein separabler reflexiver Raum. Auferdem
impliziert die Wahl von g und 2 in (3.5.1) bzw. (3.5.2) nach dem Sobolev’schen
Einbettungssatz, daB ‘

[ullv == [[Vullzs army

eine Norm auf V ist. Damit ist durch

(C) A(u)) = VC : vl’v
/

ein strikt monotoner Operator A : V — V* definiert, was in (2.6.5) nachgerech-
net wurde.

Wir gehen zunéchst von einer meSbaren Menge E C £2 aus und definieren
M .= {v €V ;v>1 fast iiberall auf B }

und nehmen an, daB es ein Element u;, € M gibt. Nach (2.5.1) erfiillt
dann A : M — V* die Stetigkeitsbedingung (2.1.3), und nach (2.6.1) gibt es
héchstens eine Lésung u € M der Variationsungleichung

Oz(u——v,A(u))z/V(u-—v)-Vpu fiir alle v € M.
2

Die Existenz einer Lésung folgt aus Satz 2.1, da A offensichtlich beschriinkte
Mengen in beschrinkte Mengen abbildet, und da die Koerzivitatsbedingung
bzgl. uo erfiillt ist, denn fiir 29,2, € R™ gilt

(71— 20) - (|21]P7%21) > |21 |P — |20 |21 [P
1
2 slzlP = Claol”

also 1
(u = o, A(w) 2 3l — Cluolly -

Die eindeutige Losung der Variationsungleichung ist auch das eindeutige ab-
solute Minimum von v — ||Vv||’£paR,,) auf M. Denn fiir z,2; € IR" gilt mit

2y = (1 — t)Z() + 12
1
|z1]P — |z0|? = p/ |ze|P 22y dt - (z1 — 20) .
0

Wegen der strikten Monotonie in (2.6.5) ist dies, falls z; # z,

> plzolP 2z - (71 — 20) ,
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so daB also fiir v € M, falls v # u,

/ olp — / |vu|P>p/V(v—u)-v,,u_>_o.
R" 134 Rn

Setzen wir speziell v = max(0,min(1,u)), so erhalten wir, daB fast iiberall
0 <wu < 1. Alsoist u € L°(IR") (im Falle p = n entsprechend der Wahl von
g in der Formulierung des Satzes). Ist nun E C 2 offen, so stimmt die Menge
M = M, ,(E, £2) mit derjenigen Menge iiberein, iiber die in 3.3 das Infimum
zur Berechnung der Kapazitit gebildet wurde. Insbesondere ist cap,(E, )<
oo dquivalent zu M # §. Dies beweist die Behauptung,. ]

3.6 Beispiel. Wir berechnen die Kapazitit einer inneren Kugel E := Br C
IR"™ bzgl. einer suBeren Kugel 2 := Bg, mit gleichem Mittelpunkt zq, wobei
1 < p < nund n > 2. Das zugehorige Potential ¢ erfiillt

V. -Vyp=0 in Bg, \ Br,
p=1 auf OBp,
p=0 auf OBR,.

Ist o(z — zo) = ¥(|]z — #o|) mit einer fallenden Funktion %, so ist zu l6sen

(r Y ept) =0,

was ergibt

_ Yalgg)
P(r) = ¢n,p(1%)

p=1l (=5t — i
Pnp(r) 1= { n—p(r t-1) furl<p<n,

log% fir p =n,

so daf also 1, »(1) = 0 und

—n=1
zb:z,p(r) =-—-r 1.
Damit berechnet sich, wenn o, := H* (8B1),

R,

capy(Br,Br) = [ Vel =on [P dr
BRO\BR R
p=1(p-28 _ powi SR
— o (n_p(R ? R, )) fiir 1 < p<mn,

(log % — log ﬁ%)l—" fiir p = n.

Im Spezialfall p = 2 ist dies
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-1
On(n — 2) (R—(n_z) — R(—,_(n_z)) fiir n > 3,
On (log ~ log — o )_1 fiir n = 2.

Damit ergibt sich fiir n = 3 als wohlbekannte Formel fiir die Kapazititskoef-
fizienten zwischen zwei konzentrischen Kugeln

4TtRR,
Ry — R

(—4rR fiir Ry — o0 ),

und im Falle n = 2 fiir den Kapazititskoeffizienten zwischen zwei konzen-
trischen Zylindern pro Lingeneinheit

2r
log —%Q

Im allgemeinen ergibt sich fiir 1 < p < n und Ry — oo

p—1\"""
cap, (B ) =0 (22) R0

Ein Vergleich mit der Konstruktion des (n — p)—dimensionalen Hausdorff-
Mafles legt damit nahe, die Kapazitit cap, im R" mit (» — p)-dimensionalen
MafBen in Verbindung zu bringen, obwohl betont sel, daf} cap,, selbst kein Maf}
ist (siehe (3.8.6)). Wir tun dies, indem wir die normierte GroBe

cap,(E,IR") 77
betrachten. Wir beweisen (ohne Benutzung von Satz 3.5)

3.7 Lemma. Sei 1 < p < n und F eine beschrinkte Teilmenge von {2, sowie
{2 C {2 offen, wobei £2' im Falle p = n beschrinkt sei. Dann gilt:

(3.7.1) Falls E C D CC 2, so ist

C(£2, D)cap,(E, ') fir p < n,
C(2,D Q’)ca,pp(E ) firp=n.

capp(E,Q') < cap,(E,2) < {
B72)Fir1<p<p<nist
cap;(E, 2)=7 < C(n,p) capp(E,Q)ﬁ? .
(3.7.3) Es gibt eine Borelmenge E D E, so daf

cr(By: < [ C(n,p)cap, (B, 2)7F  fiirp<n,
T C(n,p, 0, ') cap,(E,2')* firp=n,1<a < co.
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(3.7.4) Falls E C graph(y) N D mit D cC &' und v € CO1(R™*, IR), so gibt
es eine Borelmenge E mit E C E C graph(y), so da

Hn_l(E)?L{T < C(n,p,'y,D) ca,pp(E, ‘Q,)_"_i—; fir p < n,
=\ C(n,p,7,D,a, ) cap,(E, ) firp=n,1<a oo

Beuweis. Die erste Ungleichung in (3.7.1) ist offensichtlich, da die Menge, tiber
die das Infimum gebildet wird, eingeschrénkt wird, falls man 2" durch 2 er-
setzt. Zum Beweis der zweiten Ungleichung sei d := dist(D,862) > 0. Wir
kénnen annehmen, dafl d < oo. Mit D := B4(D) wihle eine Abschneidefunk-
tion n € C$(D) mit n = 1 auf D und |Vn| < € Firue HLP() aus der
Definition von cap,(E, 2') setze v := nu. Dann ist ‘

capy(B, ) < [ [9P
]R"n

1
J— P
50(] Vul + = / |u|).
R»

{n#0}

Ist nun p < n, so schitzt man das letzte Integral mit 1 — 2 = —2 zunachst

mit der Holderungleichung gegen die LI-Norm von u und dann mit dem
Sobolev’schen Einbettungssatz auf IR™ gegen die L?~Norm von Vu ab. Man

erhalt
n( 7 711- P
[1vol <c [ our (1+ (ﬂfl—’)—) ) ,
IRn

mn

was die gewiinschte Ungleichung zur Folge hat. Im Falle p = n schitze mit
1 < ¢ < oo zunichst wieder gegen die L?-Norm von u ab, was den Faktor

L”(ﬁ)% ~% ergibt, und verwende dann den Sobolev’schen Einbettungssatz auf
der beschrinkten Menge £2' unter Ausnutzung von u = 0 auflerhalb .

Zum Beweis von (3.7.2) sei u € HVP(IR™) mit v > 1 auf einer offenen Ober-
menge D von E, und setze v := max(2u — 1,0). Dann ist v > 1 auf D und

/ |Vol? = 27
R~ {

Nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz ist, wenn 1 — 2 = —4,

e ({uz ;})g 2 / [ul? < C(n,p) - (/ |wtp)% ,
R R"

n—p

9
p n—p

[ () ez

uz%} R

also gilt wegen % + (1~ g)
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neg

capy(B, D) < [ [Volf < Cn, ) ( / |Vu|P) =
R» R»

was (3.7.2) impliziert.

Fiir (3.7.3) wihle u; € HV?(IR™) aus der Definition von cap,(E, 2') mit u; > 1
auf einer offenen Menge D; D E und

/ [Vui|P — cap,(E, ') fiir ¢ — oo.

R’
Falls p < n gilt dann mit 1—% = —3 nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz
auf IR™
B
L*(Ds) < /|u,~|‘1 <C- </ |VUi|”) :
R~ Rrn
also wegen % = nL_p und mit F := Nien Di

LYE)<C- cap,(E, 2755

Im Falle p = n verwende fiir 1 < q < oo wieder den Einbettungssatz auf der
beschrinkten Menge 2 und erhalte

L™(E) < C(q, ') cap,(E, 2')% .
Fiir die Behauptung setze dann o = ;‘75.
Der Beweis von (3.7.4) ist analog unter Verwendung des Einbettungssatzes
von HUP(IR") auf LY (graph(v) N D) mit 1 — 2= ”q—Tl. Wihle dazu eine
Abschneidefunktion 7 € C$°(2') mit 7 = 1 auf D. Dann ist mit u; wie oben

H" (graph(y) N D;) < / -
graph(y)ND;

< C(supp n)llnuillf,p (mmy

!

q
< O (llusllaqmny + 1 Vsll ogrmy)

wobei wie oben 1 — 7 = —3- Dann folgt die Behauptung wie bei (3.7.3) unter

Ausnutzung von %’- = 3—___;. Im Falle p = n gehe analog vor. a

Es ist wichtig zu bemerken, daf der Satz 3.5 fiir den Fall p =1 falsch ist, d.h.
dann wird die Kapazitit als Infimum fiir keine H1'—Funktion angenommen.
In diesem Fall mu8 man vielmehr zum grofleren Raum der Funktionen mit
beschrénkter Variation {ibergehen. Dieser Raum stellt den Abschluf des F1!—
Raumes bzgl. der Norm u — [[Vu|r: dar.
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Falld <= Falld > 7
Bild 3.4: Kapazititspotential im Fall p =1, n = 2.

Wir werden hier die Existenz eines absoluten Minimums » im Raum der
Funktionen mit beschrinkter Variation nicht nachweisen (vgl. hierzu auch
Abschnitt 6), jedoch sei bemerkt, das fiir solche absoluten Minima, wobel
im allgemeinen mehrere existieren kénnen, 8{u = 1} auBerhalb E eine Mini-
malfiiche, d.h. eine Fliche mit mittlerer Kriimmung 0 ist. Im Falle n = 2
handelt es sich also um Geradenstiicke. Dies ergibt den folgenden Satz.

3.8 Satz. Im Fall p = 1, n = 2 gilt fiir jede offene, beschrénkte und zusam-
menh#ngende Menge E C R?

cap, (E,IR?) = H!(d conv(E)) ,

wobei conv(E) die konvexe Hiille von E bezeichnet.

Beweis. Fiir grofie Teile des Beweises sei n > 2 beliebig. Definiere K := conv(E),
wobei ohne Einschrinkung 0 € K. Da E offen ist, hat K einen Lipschitz-Rand,
genauer

K={re;|ej=1 und 0<r<g()}

mit einer Lipschitz—Abbildung g : 8B:1(0) — ]0,00[ . Zunichst zeigen wir, daf
cap; (E,R™) < H*"1(8K). Dazu definiere

ug = min(l,ma.x (0,1 I _59(6))) fir z = r€ mit || = 1.

Dann ist fir § —- 0
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2
cap,(E,R") < /]Vuaj = % // prt \/;+ '-}:Vgg(f)\ dH" (&) dr
]R.ﬂ

{0<r—g({)< 6}

= a1+ | s vete] e
=W (9K)

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung zeigen wir zunichst folgende Hilfsbe-
hauptung: Ist

D:={(y,z); ye R"™" und z>~(y)}

mit einer Lipschitz—Abbildung v : R*~! — IR, die konkav ist, so gilt fir jede
nichtnegative Funktion « € H''!(IR™) mit kompaktem Triger

(3.8.1) /quI > /udu"—l .
D 8D

Zum Beweis sei +, eine glatte Faltung von v, die dann auch konkav ist. Damit ist
dy(z) :=dist(z,8D,) mit D,:={z>,(v)}

eine konvexe Funktion in D,, somit subharmonisch. Aufierdem gilt 8,d, = —1 auf
0D, und |Vd,| < 1in D,. Es folgt

/IV'u,| > —/V'u~Vdp= / u0-pd, dH™ "} +/uAdp
DP

D, 8D, D,

> /ud?{"—1= /u(-,'y,,) 1+ |Vy,l2dL™ " .

D, Rn-1

Da Vy, — V4 fast iiberall fiir p — 0, folgt (3.8.1).

Wir gehen nun aus von einer Minimalfolge (u;)iew, d.h. Funktionen u; € Hb? (R™)
mit_ kompaktem Triger und 0 < u; < 1, so daB u; = 1 auf E und

/ |Vuil < capy(E,R") +¢;
mﬂ

mit & — 0 fiir 1 — co. Wir zeigen, daB wir u; so wihlen konnen, da mit einer
gegebenen Folge p; — 0 gilt

(3.8.2) supp(u;) C B,;(K) .
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Bild 3.5: Geometrische Konstruktionen zum Beweis von 3.8.

Sei dazu D eine Hyperebene auBierhalb von K, wobel ohne Einschrinkung
D={(y,2); yeR*' und 2z>0},
und fiir § > 0 definiere

75(y, z) := min (1,max (0, 1- %)) .

Fiir jede Funktion « € H'* (R™) mit kompaktem Tréger gilt dann fiir 6§ — 0

(3.8.3) [vtwis [ 1vu+g [

{z<6} {0<z<b}
— / [Vu|—}-/.|u|d7'£“_1 < /|Vu|
{z<0} aD Rn

nach (3.8.1). Fiir festes 1 wihlen wir nun endlich viele solcher Hyperebenen D; mit
7=1,...,m,so da8l

[ Bs (™ \ Dy) C Byy(K) -

Mit zugehsrigen Abschneidefunktionen 7,5, und Zahlen §; < £ definiere induktiv

vj = 75,6, 05—1 Mt vo = Uy
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und wihle §; so klein, da$ nach (3.8.3)

&i
/[vmg /|ij_1|+5 :
Rn R»

Die Funktion 4; := v, hat dann Triger in B, (K) und erfiillt

/ |V < /|V’u,‘| +¢ei <cap(E,R™) + 2¢; .
RnR» R»

Ersetze nun u; durch ;. Ahnlich, wie wir auf diese Weise {u; > 0} verkleinert haben,
mochten wir nun {u; < 1} vergréfiern. Aus geometrischen Griinden ist dies jedoch,
wie erwartet, nur im Falle n = 2 méoglich. Wir zeigen also, daf wir u; so wihlen
konnen, daff

(3.8.4) suppr(l —u;) C B,;(IR"\ K) .

Dazu gehen wir von zwei Kugeln B,(z1) C F aus, wobei ohne Finschriankung vy =
(£1,0) und p < 1. Da E zusammenhingend ist, gibt es eine Kurve 7 : [0,1] — E
die x4 mit z_ verbindet. Ohne Einschrinkung bilde r zusammen mit der Strecke
von z_ nach z4 ein Gebiet D (siehe Bild 3.5). Mit 75 wie oben sei dann fiir jede
Funktionn » € H»'(IR™) mit u = 1 in E

ug 1= {l—ng(l—u) in D,
U sonst.

Wir argumentieren dann analog zu (3.8.3) und erhalten mit einer shnlichen Itera-
tion, unter Ausnutzung der Eigenschaft K = conv(E), die Behauptung (3.8.4). Wir
kénnen also annchmen, daf fiir die modifizierte Minimalfolge (¢i)iew gilt

[ 191 < con (B R7) 436
Rn
{0 < u; <1} C B, (0K) .

Mit der konvexen Menge

Ks:={rf; [|=1 und 0<7r<(1-26)g(&)}

ist dann u; = 1 auf K; fiir groBe 7, somit nach (3.8.1)

/ [Vui| > H* 1 (8K;5) — H" " (8K)
mn

fiir 6 — 0. Damit ist der Satz bewiesen.
D

In Satz 3.5 war die Existenz eines Kapazititspotentials fiir 1 < p < n auf
offenen Mengen bewiesen worden. Das Ziel der folgenden Untersuchung ist
es, diese Aussage auf allgemeine beschriinkte Mengen zu verallgemeinern, was
in 3.15 gelingen wird. Dazu ist es erforderlich, die maftheoretischen Eigen-
schaften der Kapazitat zu studieren. Wir werden sehen, dafl die Kapazitat
alle Eigenschaften eines Mafles trigt mit Ausnahme der Additivitit.
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Die Nichtadditivitit sehen wir wie folgt ein, wobei wir den Fall p = 2 < n
mit 2 = IR" betrachten. Sind E;, E; C IR" offen und beschrénkt mit glattem
Rand und E; N Es = § und ¢g, die zugehérigen Kapazititspotentiale, so gilt

(355)eom,(B) +eapy(B)2 [ Verl'+ [ [Vemf

{¢E1 Z‘PEz} {“’El <¢EQ}

= f |V max(‘toEm(PEz)P 2 Ca'pp(El u Ez) ’

denn max(¢E, , ¢ E,) ist zulassig fiir die Kapazitat von E := Ey U E;. Nun sind
¢ g, harmonisch in £2\ E;, also ist max(¢ g, ,¢F,) subharmonisch in 2\ E mit
denselben Randwerten wie ¢g. Da g harmonisch in 2\ E ist, folgt also
¢Eg > max(¢Fg,,¢E,). Dariiberhinaus ist g, > g, fiir j # ¢ nahe 0E;, je-
denfalls wenn 2\ E; zusammenhingend sind. Daher kann max(¢ g, , ¢ £, ) nicht
harmonisch in 2\ E sein und stimmt daher nicht mit dem absoluten Minimum
g des Variationsproblems fiir E iiberein. Daher ist die letzte Ungleichung in
(3.8.5) eine echte und wir haben gezeigt, daB

(3.8.6) cap,(E1) + cap,(B2) > cap,(E1 U Es) .

Wir beweisen die folgenden Aussagen:

3.9 Elementare Eigenschaften. Es sei 1 < p < n und fiir (3.9.2) - (3.9.4)
sei p > 1. Dann gilt:

(3.9.1) Fiir beschrénkte Mengen E; C E, C £ ist (Monotonie)

cap,(Ey, 2) < cap,(E, £2) .

(3.9.2) Fiir B; C 2, ¢ € N C NN, mit beschrinktem E := [J;cn Ei ist
(Subadditivitit)

cap,(E,§2) < anpP(Ei,Q) .
tEN

g3.9.3) Fiir offene D; C D;41 C £2, ¢ € IN, mit beschranktem D := {J;e D
15t

cap,(D, ) = zli»rgo cap,(D;, 12) .

(3.9.4) Fiir jede offene beschrankte Menge D C {2 ist (innere Kapazitit)

cap,(D, 2) = sup{cap,(K,f2) ; K C D kompakt}.

(3.9.5) Fiir jede beschrinkte Menge E C 2 ist (aufere Kapazitét)

cap,(E, 2) = inf{cap,(D,§2) ; EC D offen beschrankt } .
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Beweis. Die Aussagen (3.9.1) und (3.9.5) folgen unmittelbar aus der Defi-
nition der (4ufleren) Kapazitit in 3.1. Zum Beweis von (3.9.3) wahlen wir
u; € HUP(IR™) gemaB 3.1 mit

/ V| < e¢; +¢ , wobei ¢; := cap,(E;, 12),
IRn

und so da8 u; > 1 auf D;. Ohne Einschrinkung sei 0 < u; < 1, sonst gehe
zu max(0, min(1, u;)) iiber. Mit ¢ wie in (3.4.1) und dem Einbettungssatz im
Falle p < n ist dann

lusllze < max (1, |Vl )
< C(C,‘ + 1)

fiir € < 1. Nun wahle Ry > 0 mit D ¢ Bpg,(0) und fiir R > Ry seien Uu;p €
H'?(Bg(0)) die Approximationen aus 3.4, fiir die also mit 0 < § < 1

_p(n—1
n

R
IVuinllys < 1+ 8)ci +2¢ + Cs(es +1) - (log 7
0

Nun ist (¢;)iew nach (3.9.1) eine monotone Folge, und falls sie unbeschrinkt
ist, folgt cap,(D, 2) = oo nach (3.9.1). Wir kénnen also annehmen, dafi sie
beschrinkt ist. Dann ist (uiRr)ien eine beschrankte Folge in H'»( BR(0)), hat
somit, da p > 1, fiir eine Teilfolge ¢ — oo einen Grenzwert

UiR — UR schwach in H1?(Bg(0)),
UiR — UR fast {berall in Bg(0).

Da u; = 1 auf D; erhalten wir, daB8 ug = 1 auf D. Daher ist u R zuldssig fir .
die Kapazitit der Menge D, d.h.

cap,(D, £2) < / [Vug|? < liminf / (Vu;g|?
=00
Rﬂ
< lim ¢; + 3¢ ,
1—00
wenn wir oben erst § und dann R geeignet in Abhingigkeit von ¢ wihlen. Dies
beweist (3.9.3).
Als Anwendung beweisen wir (3.9.2). Wihle dazu u; mit
[Vl <cive2t,
mn

wobei ¢; 1= capp(E,-, £2) und u; > 1 auf einer offenen Menge D; > E;. Da die
E; gleichmaBig beschrinkt sind, kénnen wir auch D; so wihlen. Nun sej

tj(z) = max{u;(z) ; 1< <j} und D;:= U D; .
1<i<;
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Dann ist @%; > 1 auf der offenen Menge D; und daher

cap,(D;, 2) < / Vi, [P
Rﬂ

<y [ war< s [

18IS G, =u;) 1<i<IRe
< Y+ <Y eite.
1<i<; iEN

Nach (3.9.3) folgt dann
capp( U D;j, .Q) = jlir{.locapp(ﬁj, ) < z cite
JEN €N
und nach (3.9.1)
cap,(E, < capp( U f)j, .Q) .

JEN

TLasse dann ¢ — 0 streben.

Zum Beweis von (3.9.4) wihle eine Ausschépfung (D;)ien von D mit offenen

Mengen D; CC D;41. Nach (3.9.3) ist dann

cap,(D, ) = ;1320 cap,(Di, 12)

und da D; kompakte Mengen mit D; C D; C 2 sind, folgt die Behauptung

mit (3.9.1).

Fiir das weitere Vorgehen benétigen wir den Begriff der lokal fast stetigen

Funktionen.

3.10 Definition. Sei M ein Mengensystem auf §2, das alle beschrénkten

offenen Teilmengen von {2 enthilt, und fiir das gilt:

(310.1) El,Ez e M=— El U Ez,El ﬂE2,E1 \E2 eEM.

Weiter sei p : M — [0, co] mit u() = 0 sei monoton, d.h.
(3102) [L(El) < y,(E-z) fir By, B € M mit E; C Es,

‘und subadditiv, d.h.

(3103) [J(El U Ez) < [,L(E]) + [L(EQ) fir E,, By € M.

Dann ist der Vektorraum der beziiglich p fast stetigen Funktionen definiert

durch
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Cu(2) := {u: 2~ R ; Fiir jedes € > 0 gibt es eine Menge E C {2 mit
(D N E) < ¢ fiir jedes beschrankte offene D C 2,
E ist offen,
die Einschrénkung von u auf 2\ E ist stetig }

mit der Aquivalenzrelation
uy =uy in C,(02) = {us # uz}  ist eine py-Nullmenge.

Dabei ist E eine y-Nullmenge, falls es zu ¢ > 0 Mengen E; € M, € IN, gibt,
so daf}

Ec|UB: wd Y uE)<e.

Im Spezialfall 4 = cap,(-,£2) (siehe (3.9.2)) schreiben wir Cp(£2) statt
Ceap,(£2). In diesem Fall ist M die Menge der beschrinkten Teilmengen von
2. Fiir uy,uz € Cp(42) sagen wir (zum Beispiel)

Uy = Uy capp—fa,st iitberall = uy =uy in Cp(L2) .

Im Spezialfall 4 = L ist Cz«(£2) nach dem Satz von Lusin der Raum der
Lebesgue-mefibaren Funktionen.

Die folgenden beiden Aussagen sind entscheidend fiir die weiteren Unter-
suchungen.

3.11 Lemma. Fiir u;,uz € Cp(2) mit 1 < p < n gilt:
uy = uz cap,—fast iiberall = u; =ug L"-fast iiberall .

Dariiberhinaus ist jede cap,~Nullmenge eine £L”-Nullmenge.

Beweis. Sei u; = u, cap,—fast {iberall. Dann ist N := {u; # uz} eine cap,-
Nullmenge. Wir haben zu zeigen, dafi £7(N) = 0. Dazu sei aus der Definition
in 3.10

Ncl|JE mit > cap,(Ei, 2) <e.

Nach (3.7.3) gilt dann mit einem £ > 1und Mengen E; C E; fiir jedes D CC £2

D LYUDNE)SCY cap,(DNE;, 2)°

< Ceap,(D,2)P71 Y cap,(E:, 2)
< C(D’ IB) tE€,

da cap,(D, £2) < co. Dies zeigt L*(D N N) =0, und damit auch £*(N) = 0.
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Ist umgekehrt u; = uy L"—fast iiberall, so setze u := |u; — uz|. Dann ist
u € Cp(f2), denn zu € > 0 gibt es abgeschlossene Mengen Se ; in §2 mit
cap,(D \ S.,j) < ¢ fiir jedes beschrénkte offene D C 2, so dafl u; stetig ist
auf S, ;. Dann ist u stetig auf S, := Se;1 N Se2 und cap,(D \ Se) < 2¢ wegen
der Subadditivitst in (3.9.2). Also folgt u € Cp(£2). (Diese SchluBiweise wird
auch beim Beweis, da C,(£2) ein Vektorraum ist, benutzt.) Fiir 6 > 0 sind
nun durch '

K!:={zeS.; u(z) =6}

in £2 relativ abgeschlossene Mengen definiert. Da u auf S, stetig ist, gibt es zu
z € K? einen Radius r; > 0 mit u > % auf B, (z)NS,. Da K? lokal kompakt
ist, gibt es daher eine abzihlbare Uberdeckung mit solchen Kugeln, d.h.

Kes C U Dg’z mit ‘Dg,i = Brm‘(:l:,‘) .
ielN .
Mit D, := 2\ S. ist dann
(3.11.1) {u2é6}cD.UK!cD. U] D! =DI,
i€EIN
was eine offene Teilmenge von 2 darstellt.

Nun sei v € M,y ,(D N D¢, ) aus der Darstellung von cap,(D N D, 2) in
3.3, also v > 1 L"fast iiberall auf D N D.. Da u = 0 L"fast {iberall und
u>%2>0in D¢ ;N S., muB L*(D:; N S.) = 0 sein. Daher ist v > 1 L"fast
iiberall auf D N D?, und somit

cap,(D NnD% 7)< / [VolP .
Rn

Damit ist gezeigt, daf
cap,(D N D¢, N2) < cap,(DN D, 2) < 2.

Zusammen mit (3.11.1) ergibt sich damit, dal {u > 8} eine cap,~Nullmenge
ist. Betrachten wir nun eine abzahlbare Folge § — 0, so folgt, dal auch {u > 0}
eine cap,~Nullmenge ist, d.h. u; = us cap,—fast iiberall. a

Als Folgerung beweisen wir den folgenden entscheidenden

3.12 Satz. Fiir 1 < p < n existiert eine natiirliche Einbettung

HYP(0) = Cp(R)

loc

dh. zu u € HP(2) gibt es genau ein & € Cp(42), so daB & = u L -fast
iiberall.

Beweis. Wir haben zu zeigen, da8 zu u ein @ wie in der Behauptung existiert.
Denn ist & € Cp(£2) eine weitere Funktion mit ¥ = u L™-fast {iberall, so ist
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U = 4 L"fast iiberall, nach Lemma 3.11 also & = i in Cp(£2). Andererseits,

wenn v = u in HP(£2), so ist auch & = v L™ fast iiberall. Dies bedeutet,

daf8 mit den Aquivalenzrelationen auf H? (2) und C,(f2) die Einbettung

loc

als Abbildung definiert ist. Die Einbettung ist nicht surjektiv, da Cp(£2) (fir
n 2> 2) z.B. Funktionen mit beliebigen Punktsingularititen enthilt (nach 3.6
haben kleine Kugeln kleine Kapazitit).

Zur Konstruktion von & wihlen wir eine Ausschépfung von 2 mit offenen
Mengen D; CC D;y1 C 2 fiir 1 € IN und Xi € C§°(Djt1) mit x; = 1 auf D;.
Desweiteren wihle uj € C*°(2) N HP(12) mit

loc
luk — ull grooy < 47F.
Mit
ik =25y (ur — upeq)

sind dann
Eix :={zen; lvi k()| > 1} CC Dy

offene Mengen, und |v; | sind zuldssige Funktionen fiir die Definition der
Kapazitit von E; . Wegen
Vol Lo @rry < C(x0)2*(|ur — watallmrm(piyy
< C(x:)27*

ist daher
cap,(Ei, 2) < C(i,p)27% .

Fiir die offenen Mengen

Eip:= U E;x C Dipy
k>1

gilt dann nach der Subadditivitat (3.9.2) der Kapauzitiit

cap,(Ei, 2) < > cap,(Ei, 2) < C(i,p)27" .
E>1
Da auf 2\ E;
“ Ixi(ur —upyr)| < 27% fiir k > 1,
existiert
Ui = klim XiUuk € Co(ﬂ \ E;1) .
—00

Nun ist 2\ EN',-,I steigend in [ und U141 = tiyg auf 2\ E‘i’l. Also kénnen wir
mit E; 1= (),epy i1 definieren

G e {ﬁi,l auf 2\ E;, fir { € N,
v 0 in EN',‘.



70 Flliptische Probleme mit freiem Rand

Da cap,(E;, 2) — 0 fiir | — oo, ist somit #; € Cp({2) nach Konstruktion,
und E',- ist eine cappmNullmenge. Da nun ux — u L™—fast {iberall in {2 fiir eine

Teilfolge k — oo, erhalten wir, dafl @i; = y;u L"fast iiberall in 2\ E;. Da E;
eine cap,—Nullmenge, nach 3.11 also auch eine £L"-Nullmenge ist, folgt

U; = XiU L™fast iiberall in {2,

insbesondere %; = u L™—fast iiberall in D;.

Damit ist die gewiinschte Funktion @ lokal in §2 konstruiert und wir haben
nur noch diese lokale Funktionen geeignet zusammenzusetzen. Dazu wihle

eine Partition der Eins mit nichtnegativen Funktionen n; € C$§°(D; \ Di—2)
und definiere ‘
U= Z Niti ,

wobei lokal hdchstens zwei nichttriviale Summanden auftreten. Dann ist 4 = u
L"—fast iberall in £2, und es bleibt zu zeigen da @ € C,(2). Dazu wahle [;
be1 gegebenem e > 0 so, dafl

cap,(Ei,, 2) <e27* .
Fiir die offenen Menge
EN = U Ei,l;
folgt dann nach (3.9.2), daf cap,(D ﬂE’) < ¢ fiir beschriankte Mengen D C 2,
und da @; auf 2\ E;, stetig ist, ist @ auf 2\ E stetig. O

Offensichtlich ist die Einbettung in 3.12 linear. Allgemeiner gilt sogar ¥(u) =
¢(ﬂ)jﬁr jede global Lipschitz-stetige Funktion 3 : IR — IR, z.B. also
max(u,0) = maz(i,0). Eine bessere Ausnutzung des Beweises von 3.12 ergibt
sogar die folgende ,Stetigkeitsaussage“, wobei zu bemerken ist, daf§ wir auf
C,(12) keine Topologie definiert haben.

3.13 Lemma. Konvergiert ux — u fiir k¥ — oo stark in H1'?(2), so gilt fiir
eine Teilfolge k& — oo

U — U cap,—fast gleichméfig lokal in {2,

d.h.zu D CC §2 und & > 0 gibt es eine offene Menge E C D mit cap,(E, 2) <
g, so dafl '

U — U gleichmaflig in D \ E.
Beweis. Gehe zu einer Teilfolge tiber fiir die
luk — ullgr, <475

und wahle u ; € C°°(2) N HY?(§2) mit
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luk,; — ug|l e <4757

Wie im ersten Teil des Beweises von 3.12 konstruieren wir zu Ex > 0 eine
offene Menge E; C D mit cap,(Ek, §2) < e und

ﬁk‘j — gleichméi:Big in D \ Ey fir 7 — oo.
Wihle dann jj so dal wy := ug,j, erfiillt

| — x| < inﬁ\Ek.

k
lwor = ullmie < llwe = urllzse + [luk —wfl g

<2 4—k )

gibt es ebenso zu ¢ > 0 eine offene Menge E C D mit cap,(E, 2) < ¢, so dafl
]ﬁ)k—ﬁls&c auf D\ E
mit 6 — O fiir k — oco. Fiir die offene Menge
E:=Eu|]JE
IeEN
gilt dann in D\ E
|ﬂk—ﬁ|§%—|—5k—>0 fiir k — oo
und wegen der Subadditivitat (3.9.2) ist
cap,(E, 2) < cap,(E, ) + Z cap, (B, 2) <2,

IEN

falls wir ey = 27% . ¢ wihlen. O

Damit sind wir nun in der Lage, eine Darstellung von cap,(E, 2) als Infi-
mum anzugeben, in der Nebenbedingungen nur auf E vorkommen. Allerdings
mufl man zu dieser Darstellung den Begriff der Kapazitit schon kennen, sie
zeigt aber, wie man die Eigenschaft ,u > 1 auf einer offenen Menge D D E“
konsistent abschlieit.

3.14 Satz. Sei 1 < p < n und q wie in 3.3, und definiere in Analogie zu 3.3

M, (S, 02) := {u € LY(IR™) ; Vu e LP(IR™) mit
u = 0 L"-fast {iberall in IR™ \ 2,
@ > 1 cap,(-, 2)-fast iiberall auf S }

(wobei in der Ungleichung die zugehdrige Funktion 4 € Cp(92) gemeint ist).
Dann gilt fiir jede beschrinkte Menge E C £2
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cap,(E, 2) :inf{ / Vul? 5 u € M, ,(E, 9)} .
mﬂ

Beweis. Man sieht sofort ein, daB das Infimum gegeniiber der Darstellung in
3.3 hochstens kleiner geworden ist. Denn ist u € My (D, £2) fiir eine offene
Menge D D E, so ist min(u — 1,0) = 0 L"-fast {iberall auf D, also nach
3.11 auch min(& — 1,0) = 0 cap,(-, D)-fast iiberall, somit D N {& < 1} eine
cap,(-, 2)-Nullmenge (nach erster Ungleichung in (3.7.1)). Dies heifit, da8
% > 1 cap,(-, f2)-fast iiberall auf D, daher u € M, ,(E, 2).

Nun sei umgekehrt u € M, ,(E, 2). Wahle eine Kugel mit E C Bg(0). Da
i € Cp(N2) gibt es zu € > 0 eine offene Menge E; C {2, so daB @ auf 2\ E;
stetig ist und cap,(D N Ey, §2) < e fiir beschrinkte offene Mengen D C f2.
Mit Dy := Bgr(0)N E; ist dann

cap,(D1,2) < e.

Desweiteren ist & > 1 cap,—fast iiberall auf E, d.h. EN {# < 1} ist cap,—
Nullmenge. Nach Definition einer Nullmenge gibt es daher Ey; C Br(0) N £2
mit

En{u<1}C Ey:= UEZ,' und anpp(Ez,', N <Le.

K3

Nach (3.9.2) gilt dann auch cap,(E», {2) < ¢, also
cap,(D1 U By, £2) < 2¢ .

Es gibt dann eine Funktion v € HP(IR") mit kompaktem Tréger, die aufler-
halb §2 verschwindet, die v > 1 auf einer offenen Menge D, D Dy U E5 und

/ [VolP < 3e
Rn

erfillt. Dann ist @ stetig auf der in £ N Br(0) abgeschlossenen Menge {2 N
Br(0)\ Dy und @ > 1 auf der Teilmenge E \ D;. Also gibt es eine offene
Umgebung E3 O E \ Dy, so daf8 @t > 1 — ¢ auf E3 \ Ds. Die Funktion

1
w := max(v,0) + 1T, max(u,0)

erfiillt daher die Ungleichung % > 1 auf D3 := Dy U E3, und da D3 offen ist,
w > 1 Lr—fast iiberall auf D3. Wegen E C Dj ist w somit zuldssig fiir die
Kapazitat von E, d.h.

1 ’ P
cap,(E,2) < / |[Vw|P < /(:]VUH— |Vv|> .
]Rﬂ

n=

Wegen der elementaren Ungleichung (3.4.2) ist dies
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4
§(1+5)/(:|tv_“l) +05/|vv|p
- Re R”

1+6
< jg)p/|Vu|P+3Cg-5.
]R."

Lassen wir erst ¢ — 0 und dann § — 0 konvergieren, so folgt
cap,(E, 2) < / |Vul? ,
:[Rn

was zu zeigen war. g
Wir kénnen nun den zentralen Satz in diesem Kapitel beweisen.
3.15 Satz. Sei 1 < p < n und {2 beschrinkt, falls p = n. Dann gibt es zu jeder

beschrinkten Menge E C {2 mit cap,(E, £2) < co genau ein Kapazititspoten-
tial op € LY(IR™) mit Vg € LP(IR™), wobei 1 — 7 =—2,50 daf8

(3.15.1) 0<¢p<1  Lr-fast iiberall in R”,
(3.15.2) vEp =20 L—fast iiberall in IR™ \ £2,
(3.15.3) pp=1 cap,(-, f2)-fast {iberall auf
und

cap,(E, £2) =/|V<,oE|p .
K4

Es ist ¢g = 0 genau dann, wenn capp(E,Q) = 0. Das Potential g ist die
eindeutig bestimmte Lésung der Variationsungleichung

/V(SOE —v) - Vopp <0

fiir alle v € LI(IR™) mit Vv € LP(IR™), fiir die

v=0 L"—fast {iberall in IR™ \ £2,
1>1 cap,(-, 2)fast iiberall auf E.

Beweis. Es sei (ui)iew eine Minimalfolge aus der Darstellung der Kapazitit
in 3.14, d.h. u; € M, ,(E, 2) mit

/ |Vu;|P — cap,(E, 2) .
Rﬂ
Wir kénnen annehmen, da 0 < u; < 1, da der Ubergang zu max(0, min(1, u;))

das LP-Integral von Vu; verringert. Also sind u; in L®(IR™) beschrankt.
Im Falle p < n sind u; nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz in LI(IR")
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beschrankt. Daher gibt es (fiir p < n) ein u € LY(IR™) mit Vu € LP(IR"), so
daf fiir eine Teilfolge z — oo

Vu; —» Vu schwach in L?(IR"),
ui > u schwach* in LI(IR").

Die schwache Unterhalbstetigkeit der Norm liefert

(3.15.4) / |[Vul? < llggf/ [Vu;|P = cap,(E, £2) .
R" R"

Nun gilt fiir eine weitere Teilfolge
Ui — U L"fast {iberall in IR",

so dafl also auch ¥ = 0 L™-fast iiberall in IR™ \ 2. Kénnen wir nun zeigen,

dafl

(3.15.5) a>1 cap,—fast {iberall in E,

so ist u € M, ,(E, 2), also zulassig fiir das Variationsproblem aus 3.14, d.h.
cap,(E, 2) < / IVl .
IR"’L

Zusammen mit (3.15.4) folgt also, daB8 u ein absolutes Minimum ist. Da wegen

der punktweisen Konvergenz auch 0 < u < 1, ist wegen (3.15.5) also @ = 1
cap,—fast {iberall auf E, d.h. die Eigenschaften (3.15.1) - (3.15.3) sind gezeigt.

Es gilt also
[1our< [ioop
R» R"

fiir alle v wie in der Behauptung. Die erste Variation ergibt

/ V(u—v) - Vyu<0 fiir alle derartigen v.
]Rn

~ Daraus folgt die Eindeutigkeit (siche Beweis von 3.5).

Zum Beweis von (3.15.5) wihle n € C§°(IR") mit 7 = 1 in einer Umgebung
von E. Dann konvergiert nu; — nu schwach in H»?(IR"). Nach einem Lemma
von Mazur ist

nu € conv{nu; ; 1 € IN} in H1?(IR™),

d.h. es gibt konvexe Kombinationen w; der nu;, so dal w; — w := nu stark
in HLP(IR®) fiir j — oco. Nach 3.13 folgt daraus, dal @w; — @ cap,—fast
gleichméBig lokal in £2, d.h. zu einer Uberdeckung von £2 mit offenen Mengen
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Dy CC £, k € IN, und zu £ > 0 gibt es offene Mengen Ej mit cap,(Ek, $2) <
€27, so dafl
(3.15.6) W — 0 gleichmafBig auf Dy \ Ey fiir j — oo.

Nun sind nach Konstruktion w; > 1 cap,-fast {iberall auf E, d.h. N; :=
EnN{w; <1} sind cap,~Nullmengen. Mit (3.15.6) folgt daher

En{e <1} c|JNul JE:.

7 k
Nach Wahl der Ej und da [ ; IV auch eine cap,-Nullmenge ist, ist daher
En{i<1}=EnN {w < 1} eine cap,~Nullmenge, was zu zeigen war. ]

Als Konsequenz stellen wir den Zusammenhang zur potentialtheoretischen
Definition der Kapazitit her.

3.16 Lemma. Sei ¢ das Kapazititspotential aus 3.15 zu einer beschrinkten
Menge E C {2. Dann gilt:

(3.16.1) pr := —AppE ist positives Radon-MaB in £ (wobei Ay :=V-V,
mit V, wie in (2.6.4)).

(3.16.2) supp ug C E.
(3.16.3) Ist E kompakt und hat £2 Lipschitz-Rand, so ist

/-LE(‘Q) = Capp(Ea ‘Q) :

Beweis. Mit u := @p setze in der Variationsungleichung in 3.15 als Ver-
gleichsfunktion v = u + ¢( ein, wobei ¢ > 0 und ¢ € C§°(£2) nichtnegativ
ist. Es folgt

/V(-VpuZO.
Rn

Daraus folgt, daf§ die Distribution —Apu ein positives Funktional auf C§(2)
1st, und somit ein in {2 lokal beschrinktes nichtnegatives Radon—MaR. Falls
¢ € C§°(2\ E), so kénnen wir ¢ auch durch ~( ersetzen und erhalten, dafl
—Apu=0in 2\ E, was (3.16.2) beweist.

Nun sei E C 2 kompakt. Wir zeigen zundchst, daf
(3.16.4) —Apu <0 in IR™ \ E.

Dazu setze v = max(u —&(,0), wobei e > 0 und ¢ € C°(IR™\ E) nichtnegativ
ist. Wir erhalten

0> /V(u —v) - Vyu= / V min(e¢, u) - Vyu
R R~

=€ / V(- Vyu+ / |Vul?,
{e¢<u} {e¢>u}
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also fiire — 0

0> / V¢ Vou — / vc-v,,u:/vc.vpu,
{e¢<u) {0<u} R

da V,u = 0 fast iiberall in {u =0} und da u > 0. Dies beweist (3.16.4).

— Apprp >0

Bild 3.6: Vorzeichen von A,¢E.

Zum Beweis von (3.16.3) bemerken wir zunéchst, daB @ = 1 cap,—fast tiberall
auf E und v = 0 H" 1—fast iiberall auf 842 ist. Daraus erhalten wir wegen
(3.16.2) formal durch partielle Integration

pe(2) = /udpE = —/uApu = / |VulP = cap,(E, 2) .
7]

n 04

Die Schwierigkeit im Beweis dieser Identitét besteht darin, da8 wir das erste

Integral nicht hinschreiben kénnen, da wir keine Stetigkeitsaussagen iiber u
haben.

Wir zeigen zunichst daf§ pp(f2) > cap,(E, 2). Dazu approximiere u durch
Funktionen u, € C&°(2) (schneide fiir p < n zunichst gemaB 3.4 ab) mit
0 <u, <1und Vu, - Vu in LP(IR"). Damit erhalt man
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rE(2) 2 [ updpp = (up,—Apu)

D O

Vu, - Vyu — / |Vul? = cap,(E, 12)
p;

tiir p — 0, wobei (-,-) das Distributionsprodukt bezeichnet.

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung miissen wir ausnutzen, daf @ > 1
cap,—fast {iberall auf E. Wihle wie im Beweis von 3.14 Funktionen v, €
HY?(IR"™) mit kompaktem Triger, so daf

/ |Vv€|p S €,
Rn

und so daf}

w = IL +ve>1 in einer Umgebung von E
—€

und w = 0 auflerhalb £2. Wie vorher u approximiere nun w durch Funktionen
w, € C§°(R2), so daB nach wie vor w, > 1 auf E (definiere w, in einer
Umgebung von E duch Faltung). Dann ist

pe(E) < /wp dpp = (wp, —Ayu)
2

:/va.vpuq/w,-vpu firp— 0

2 k0]
1
2 ?

- /|Vu|p = cap,(E, 2) fir ¢ — 0.
2

Nach (3.16.2) ist aulerdem pg(R2) = up(E). a

Wir interessieren uns nun dafiir, wie das Kapazititspotential ¢ die cap,—
Werte 1 auf E annimmt. Zunéchst zeigen wir, daf ¢E in einer Umgebung von
E positiv bleibt, wobei wir uns hier auf den Fall p = 2 beschriinken.

3.17 Lemma. Sei p = 2, 2 CC IR™ sei zusammenhingend und habe
Lipschitz—Rand, und es sei D CC 2. Dann gilt fiir kompakte Mengen . C D
fir das Kapazititspotential ¢ aus 3.15

wE 2 c(n,2,D) - cap,(E, N2) L"fast {iberall auf D

mit einer positiven Zahl ¢(n, 2, D).
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Beweis. Es sei G,(-) die Green-Funktion von —A auf 2 mit Randwerten O
und Polin z € 2, d.h.

G:(y) == F(y— ) — Hz(y) ,

wobei
2

P o | TETEEy VI firn 23,
() = =L log = fiir n = 2
2w gm

die Fundamentalldsung von —A auf IR" ist und H, € H12(£2) die schwache
Loésung des Dirichlet—Problems

AH, =0 in £2,
H,=F(—z) aufdf

Wir benutzen nun, dafl

(3.17.1) H, € C%*(2) mit o > 0 gleichmaBig fiir z € D,

was aus der Regularititstheorie linearer elliptischer Operatoren folgt, ugd daf
(3.17.2) G:>c(n,2,D) >0 in D gleichmaBig fiir € D,

was aus dem starken Maximumprinzip fiir den Laplace-Operator folgt. Wegen
(3.17.1) und wegen supp g C E nach (3.16.2) kénnen wir definieren

u(z) ::/szuE firz € 2\ E.
2

Nach (3.17.2) folgt dann fir € D\ E

(3.17.3) u(z) > inf G, - up(2) > c(n, 2, D) cap,(E, 2)
D

wegen (3.16.3). Wir wollen zeigen, daB8 u = g auf 2\ E. Dazu multipliziere
u mit einer Testfunktion ( € C§°(f2 \ F). Da durch

o(y) = / ((2)Ga(y) d
0

wegen (3.17.1) und der Definition von G, eine Funktion in H12(2)nC%*(02)

definiert ist, gilt
[ou=[odue = to.-apn)

9l n
2 2

denn v 18t schwache Lésung von
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—Av=_( in £,
v=20 auf 812.

Daraus folgt, dafl u = pp L™fast iiberall in 2\ E. Also gilt (3.17.3) fiir pp
auf D\ E. Da ¢ = 1 cap,—fast iiberall auf E folgt die Behauptung unter
Benutzung von 3.11. o

Wir geben nun eine hinreichende Bedingung an die Menge E an, die die
Stetigkeit des Kapazitétspotentials impliziert:

3.18 Satz. Es mogen die Voraussetzungen in 3.17 erfiillt sein. Wir sagen, E
erfiillt die Wiener-Bedingung im Punkte 2 € E, falls es eine Kugel B, (z¢) C
2 und ein § < 1 gibt, so dafl mit r; := §*ry gilt

o0

E 7‘?_" capz(E n Bre+1(x0)a Br;(xo)) =00

=0

Ist diese Bedingung erfiillt, so ist das Kapazititspotential vz aus 3.15 in o
stetig, d.h. es gilt
ess imyg(z) =1.
IZ—Tg

Beweis. Wir definieren Zahlen 0 < ¢; < 1 durch die Eigenschaft
(8.18.1) Yp>1—c¢; L"—fast tiberall auf By, (zo),

was fir ¢ = 0 mit g = 1 erfiillt ist. Wir haben zu zeigen, dafl ¢; — 0 fir
¢ — 00. Dazu betrachte die Funktion
1—opg

w:i=1-— ,
=9

die erfillt

w >0 L"~fast iiberall in B, (o),
w=1 cap,—fast iiberall auf F; := EN By, (z0).

Nun sei ¢; das Kapazititsfunktional von E; beziiglich des Gebietes §2; :=
By, (z0). Falls wir nun zeigen kénnen, da8

(8.18.2) ¢i Sw L"—fast iberall auf B,,(zq),

so gilt in dieser Kugel

(3.18.3) eE>1—¢c;i+eip; .

Zur Abschitzung von ¢; nach unten betrachten wir die skalierten Potentiale

Gi(y) == pi(zo + 1iy) ,
E-; ;:{yg]Rn; zo + 1y € E;} .
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Dann ist

cops(Biy Ba(0) = [ Vgt =i [ 9o
RrRn R"

= r?_" ca'p‘Z(Eia Br;(zo)) =l Ki,

E K; = 00 ,
i

d.h. die Voraussetzung ist eine Bedingung an die skalierten Kapazitaten. Nach

3.17 gilt

wobei nach Voraussetzung

@i > c(n)cap,(E;, B1(0)) Lr—fast iiberall auf Bs(0).
Damit wird (3.18.3) zu
pp > 1 -1~ c(n)si) Lr—fast iiberall auf By, ,(zo)-
Dies bedeutet, da8 wir in (3.18.1) setzen kénnen
€ir1 = €i(l —c(n)r;) > 0
(wobei ohne Einschrankung ¢(n) < —;— und k; < 1). Dies ergibt
loge; = Z log(1l — ¢(n)k;) < —c(n) Z Ki — —00 fiir j — oo,
0<i<j 0<i<j
also die Behauptung.
Es bleibt (3.18.2) zu zeigen. Dazu sei zuerst

v = min(p;,w) .

Da % = 1 cap,(-, f2)-fast iiberall auf E, also auch auf E;, und somit nach
(3.7.1) auch cap,(-, By, (zo))-fast iiberall auf E;, folgt dies auch fiir 4. Damit
ist v zuléssige Vergleichsfunktion fiir ¢; in 3.15, d.h.

(3.18.4) 0> / V(pi —v) Vep; = / V max(p; —w,0) - Vi .
R” Br.- (.’.!:o)

Dann betrachte

v = m&X((pE, 1-— 85(1 - (P«i)) in Br‘(l'()),
‘ PE in 2 \ Br;(-'KO),

was eine zulassige Vergleichsfunktion fiir ¢ g in 3.15 definiert, d.h.

0> /V@E—v)'V‘PE
(3.18.5) "
= —¢; / V max(p; —w,0) - Vyg .

Br,‘ (10)
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Division von (3.18.5) durch £? und Addition zu (3.18.4) ergibt

0> / |V max(p; — w,0)|* .
B,-'.(z‘o)

Da max(p; —w,0) = 0 auf 8B,,(z,), folgt daraus die Behauptung. O

3.19 Bemerkung. Ist K C E eine kompakte Menge, so daf fiir z, € K
die Wiener-Bedingung in 3.18 gleichm#Big erfiillt ist (d.h. ro und § sind un-
abhéingig von zo und die Summe divergiert gleichméBig), so gilt auch die
Konklusion in 3.18 gleichmiBig in zo. Gibt es in der Wiener-Bedingung ein
& > 0 mit :

(3.19.1) r2 =" cap,(E N By, . (z0),Br,(z0)) > & fiir alle 7,
so folgt im Beweis von 3.18

£, <@ mit §:=1—¢(n)k <1,
d.h.

1

a 10 3
12essinf<,05-21—-0(i) mit o= g‘15'>0.
r(zo o IOgg

Gilt dann (8.19.1) sogar gleichmiBig fiir zo € E, so folgt die Holder-Stetigkeit
von ¢ g mit Exponent « in einer Umgebung von E.

Wir schlieen den Abschnitt mit Abschétzungen vom Poincaré-Typ, die Kon-
sequenz der Darstellung der Kapazitit in 3.14 sind.

3.20 Poincaré-Ungleichungen. Es sei 2 C IR” ein beschrinktes Gebiet
mit Lipschitz-Rand, sowie 1 < p <nund 1 < g < oo mit

1-2>_2
b q

Dann gilt:
(3.20.1) Fiir u € H12(£2) und r > 0 ist

r#ap, ({1l 2 13, 2) < [ [Fup
kf

(3.20.2) Fitr u € HLV2(02) ist

P
‘][u < ¢(2,p) /|Vu|” .
? £

- Ca‘pp({a = 0}331(‘(2))
(3.20.3) Fiir u € HLP(0) ist
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1
||,y S C(2,p,q) | 1+ — )Vup, .
Julfacor < €(2,2.0) (14 =y By ) IV

Beweis. Die Aussage (3.20.1) ist unmittelbare Konsequenz von 3.14 angewandt
auf die Funktion J%t Fiir (3.20.2) sei T der Mittelwert

“ﬁzz][u

n

von u. Betrachte einen linearen stetigen Fortsetzungsoperator
F:HY2(02)— HY2(0')  mit 2 := Bi(92),
also F(v) = v auf £ fiir v € HHP({2), und definiere
v:i=Fu-—u).

Da
D=7 cap,(+, 2')-fast iiberall auf 2N {& = 0},

folgt wieder aus 3.14

1

1
ulP < Vol? .
@l _capp(.Qﬂ{ﬁzO},.Q’)/l vl
0

Wegen der Stetigkeit von F und der bekannten Poincaré-Ungleichung ist
IVollLe(2n < Clla = wllzrra) < ClVullLea)

woraus (3.20.2) folgt. Auerdem ist nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz
und der bekannten Poincaré-Ungleichung

v —T||La(ny < Cllu — Tl are2) < ClVullze ()

also
”u”’iq(n) <C- (|5|” + “vu”ip(n)) ’
so dafB (3.20.2) die Abschitzung (3.20.3) impliziert. O



4 Regularitit fiir das Hindernisproblem

Dieser Abschnitt enthilt lokale Analysis zur Regularitét der Losung und des
freien Randes fiir das Hindernisproblem (siehe 1.5 und 2.12). Wir gehen aus

von einer lokalen Lésung u € H?(£2) des Hindernisproblems auf einem

beschréankten Gebiet £2 ¢ R”, gegeben durch die Variationsungleichung

/ (V=) (@Vu+ o)) + (u = 0)f(,)) SO fiir v € Miuo(u)

n

wobei
Mioe(u) := {v =u+(; ¢ e H?(2) mit kompaktem Triger,
u < v <7 fast iiberall in 02 } ,

wobei wir u € Mj,.(u) und

(4.0.1) u, 7 € H22(0) bzw. u=—00 oder U= +4o0

loc

voraussetzen. Obige Variationsungleichung bedeutet, dal wir uns gegeniiber
2.12 auf den Fall eines lineraren Hauptteils beschrinken, fiir dessen Koeffizien-
tenmatrix a gilt

la(z)| < C fir z € 2
€ a(z)é > c|E|? firz € 12, £ e IR™.
Die Koeffizienten e, f mogen die Wachstumsbedingung in (2.10.2) erfiillen.

Wir werden uns auf den folgenden Spezialfall beschranken:

loc

4.1 Situation. Es reicht den Fall einer Lésung u € H22(£2) von

(4.1.1) /(V(u —0)-aVut (u=v)f) <0 firv € Mipo(w)
2

zu betrachten, wobei f € L} (£2).

loc

Beweis. Fiir Losungen @ von (4.1.1) zu f € Lj,.(12) werden wir als ersten Regu-

laritdtsschritt beweisen, da8 unter geeigneten Voraussetzungen an die Hindernisse,
und falls @ € C'1(9) ist, gilt:

(4.1.2) Felf () = aeHY(Q).

loe loc

In der allgemeinen Situation setzen wir dazu voraus, daf
[f(z:2) <Ol + ¢,

‘ei,x.‘(raz)l <Clzl+ ¢,
lez(z,2)] < C
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mit einer Funktion ¢ € Lf (f2) und 2 < g < co mit der echten (!) Ungleichung

n n
(4.1.3) L= >-

Die Lésung u der allgemeinen Situation ist dann Lésung von (4.1.1) mit

(4.1.4) fi==V 'e('>u')+f(')u)

== 3 (ehm ) i )000) + £ )

Ist dann v € HYT(2) mit » > 2 (anfinglich fiir r = 2 erfiillt), so ist u € L}, (£2) mit

loc

1-2%=—2firr <nund r < g < oo beliebig fir r > n. Es folgt
f S Lfoc(‘g) mit 13 = min (p’r7q—zi) >

also u € HLP(02) nach (4.1.2). Ist 5 = p, so haben wir das Analogon von(4.1.2)

loc
fir die allge;neine Situation bewiesen. Ist # = r, so folgt nach dem Sobolev’schen
Einbettungssatz sofort u € H,l‘;c’(.!?) fiir ein # > r und eine Iteration dieser Argu-

mentation fihrt uns zum Ziel. Ist § = q_i‘T < min(p,r) (nurim Falle r < n relevant),

so ist v € HT(2) mit 1 — 2 = —%. Fine Bruchrechnung zeigt dann, daf wegen

(4.1.3) wieder 7 > 7, d.h. wir kénnen uns wieder zur Behauptung hochhangeln.

Im einem zweiten Regularititsschritt werden wir beweisen, dafl unter geeigneten
Voraussetzungen an die Hindernisse und a gilt:

(4.1.5) feCys(R) mita>0 = d€HX ().

loc loc

In der allgemeinen Situation setzen wir dazu obige Abschitzungen fiir f, e fir ein
grofles p voraus, so dal aus u € HP(R2) folgt u € C;%(2), dh. 1 - 2 2 o, wobei
a > 0. Setzen wir weiter voraus, dafl

|[f(z1,21) — f(®2,22)| < C(Jz1 — 22|* + |21 — »|?) mito<p<1

und entsprechendes fiir e;,,;; und e,,, so gehdrt die Funktion f in (4.1.4) zur Klasse
CY*?(2) und wir kénnen (4.1.5) anwenden. 0

loc

Wir beginnen mit der folgen Aussage

4.2 Anfangsregularitit. Definiere den Differentialoperator

(4.2.1) Ly :=-V.(aVv).

Es gebe Funktionen ¢, € L}, (§2) mit

(4.2.2) Lu+f<¢ , Lu+f>9% im Distributionssinn,

wobei wir formal Lu = O bzw. Lu = 0 setzen, falls u = —oo bzw. T = +o0.
Dann ist ¢ := Lu+ f € L} () und

(4.2.3) PX{u=m} S P < X {u=u) fast iberall.
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Beweis. Wir werden zeigen, daf fiir ¢ € C$°(£2) mit ¢ > 0 im Distributionssinn
gilt
(4.2.4) (¢, Lu+ f) < (¢ eXqu=u}) -

Spiegelt man das Problem, so ist —% das untere Hindernis, und damit erhilt
man fiir die gespiegelte Funktion

(¢ I(=w) + (=F)) < (6 ()X gnmm)) »

d.h.

Damit ist gezeigt, dal Lu + f ein MaB ist, das durch zwei L}, .~Funktionen
eingeschachtelt ist. Dies ergibt die Behauptung unter Benutzung des Satzes
von Radon-Nikodym.

Zum Beweis von (4.2.4) setzen wir als Vergleichsfunktion in die Variationsun-
gleichung, unter Benutzung der Voraussetzung (4.0.1) an u,

v = max(u — (,u) mit £ > 0.
Dann ist 4 ~ v = ¢ + w., wenn
we := min(0,u —u —-e() <0,

wobei w. = 0 im Falle, daBl ¥ = —co in (4.0.1). Wir erhalten

022 [(V(u=v)-aVu+ (u—v)f)
2

=/(vg-aw+<f)
Ko
-|-—2-9/Vw€-aV(u—y)+§Z(Vwe~aVy+wef) ;

wobei die beiden letzten Integrale nur relevant sind, falls das untere Hindernis
existiert. Das zweite Integral ist

_ / GV(U - vc) -aV(u —u)

{0<u—-u<e()
> — / V(- aV(u—u) — — / V(-aV(u—u)=0
{0<u-u<e(} {o=u—u}

fiir ¢ — 0. Da w. kompakten Triger hat und nichtpositiv ist, kénnen wir das
dritte Integral als Dualitsitsprodukt schreiben. Es ist
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-

= -i—(wg,Lg+f) > g(we’f)

u—~g_C)£

3

- [ [ (0

{0=u—u} {0<222 <}

(4

il
—
AN

Fiir ¢ — 0 konvergiert das letzte Integral gegen Null, da der Integrand auf
der Integrationsmenge gleichmifig beschrénkt ist, und der Integrationsbereich
monoton gegen die leere Menge konvergiert. Dies beweist (4.2.4). o

Die uns interessierende Standardsituation, an der wir uns orientieren, ist
(4.2.5) a=I1d , f=1, u=0 |,

wobei in dem lokalen Bereich, den wir betrachten, das obere Hindernis nicht
getroffen werden soll, d.h. wir setzen formal & = +oo. In dieser Situation
bedeutet (4.2.3)

0< v < X{u=0} mit ¢:=-Au+1,
oder anders ausgedriickt
X{u>0} < Au <1 fast iiberall in 2.
Wir werden spater sehen (siehe 4.5), dal in der Tat gilt

Au = X {u>0} fast {iberall in 2.

4.3 Beispiele. Wir betrachten die globale eindimensionale Situation n = 1,
2 =]-1,1 mita=1, f =0, ¥ = oo und Randwerten u(0) = 0, u(1) = 0.

(4.3.1) Es sei u = X[o,9] mit =1 < @ < B < 1. Dann hat (siehe Bild 4.1)
Ly = —u" MafBanteile in den Punkten « und 3, ist somit keine Funktion. Dies
zeigt, daf die Voraussetzung (4.0.1) nicht nur technischer Natur ist.

Bild 4.1: Lésung der Variationsungleichung zu (4.3.1)
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Bild 4.2: Losung der Variationsungleichung zu (4.3.2)

— &

f
—
o
T

IS
—

Bild 4.3: Losung der Variationsungleichung zu (4.3.3)

(4.3.2) Auch das Hindernis

u(z) :=max<0,1—-|i5|) mit 0 < § < 1

fithrt zu einer Lésung u mit positivem MaBanteil von —u”, obwohl (4.0.1)
erfiillt ist (siehe Bild 4.2). Jedoch hat auch —u” einen positiven MaBanteil bei
0, so daB die Bedingung (4.2.2) verletzt ist.

(4.3.3) Hingegen kann auf die Lésung mit Hindernis
u(z) := (1~ |z])(2lz] - 1)

die Regularit itsaussage in 4.2 angewandt werden, da —" nur einen negativen
Mafanteil aufweist (siehe Bild 4.3), der die Lésung u nicht stort.

Als Konsequenz von 4.2 erhalten wir:
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4.4 Folgerungen. Es sei 1 < p < co und ¢, 3 wie in (4.2.2).

(4.4.1) Setzen wir voraus, daB f,¢,% € L}, (£2), so impliziert (4.2.3), daB
Lu € L? (£2). Ist dann zusitzlich a € Cpy, (£2), so folgt

loc loc

we H?(D) .

(4.4.2) Sind dann zusétzlich u,7 € H21(0), so folgt

loc

—f fast iiberall in {u < u <4},
Lu={ Lu fast iiberall in {u = u},
Lu fast dberall in {u =u}.

(4.4.3) Gilt a:=1-2>0in (4.4.1) so ist

uwe D),

loc

und falls u, 7 € C%(2) und a € CLS(N2), f € C(02), so folgt

loc loc
weCh({u<u<u)),

wobei {u < u < u} eine offene Menge ist.

Bewess. Die Aussage u € H}P(2) in (4.4.1) folgt aus der Regularititsthe-
orie linearer elliptischer Operatoren. In (4.4.2) folgt Lu + f = 0 fast {ibe-
rall in {u < v < W} aus (4.2.3). Besitzen u,u L'-Ableitungen bis zu zweiter
Ordnung, so stimmen diese fast iiberall auf {u = u} {iberein, insbeson-
dere ist also Lu = Lu. Dies beweist (4.4.2). Die erste Aussage in (4.4.3)
folgt aus (4.4.1) nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz, und die zweite

Aussage wiederum aus der Regularititstheorie elliptischer Operatoren, da
Lu=—f€Cy*({u < u <a}). a

loc

4.5 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen in (4.4.2) konnen wir in 4.2
setzen ¢ = Lu+ f und @ = Lu + f, und es folgt dann aus (4.2.3), daB
<0 fast dberall in {u < ¥ = u},
>0 fast iiberall in {u = u < u}.

Die Aussage (4.4.2) kénnen wir dann auch schreiben als (vgl. die Aussage in
2.15)

Lu+ f € &(-,u) fast iiberall in §2

mit der mengenwertigen Funktion

0 fir u(z) < z <u(z),
8(z,7) = { [0 (Lu+ ) fir z < u(z) < (),

(L + f)(z) = (Ta+ (@) fir u(e) = ().
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Jedoch sagt (4.4.2), daB8 Werte im Innern der Intervalle der mengenwertigen
Funktion nicht auftreten kénnen, d.h. es gilt

0 in {u <u<u},
o ) Iu+f>o0 in {u=u <7},
(4.5.1) Lu+ f= Lu+f<o0 in {u <7 = u},

Lu+f=Lu+f in{u=u=u}.

In 1.7 hatten wir gesehen, da8 fiir die Lésung des Hindernisproblems im all-
gemeinen D2y am freien Rand einen Sprung macht. Damit ist die maximal zu
erwartende globale Regularitit

u € HpZ*(2) = Ci(2) .

Es ist das Ziel, dies mit Hilfe lokaler Analysis zu beweisen (siehe 4.8).

Dazu haben wir das Verhalten der Lésung in der Nihe eines Punktes am freien
Rand 8{u = u} zu untersuchen. Dies tun wir, indem wir uns die Lésung in
kleinen Kugeln anschauen, d.h. diese kleinen Kugeln auf die Einheitskugel
aufblasen. Dies erlaubt uns Eigenschaften zu studieren, die unabhangig von
der Kleinheit der Kugeln sind.

4.6 Skalierung. Sei o € 2 ein Punkt auf dem unteren freien Rand,
d.h. u(z0) = y(zp) (im Lebesgue-Sinne, falls keine Stetigkeit vorliegt), und
Bry(z0) C £2. Fiir 0 < r < 7y betrachten wir die auf By := B;(0) skalierte
Situation, gegeben durch

up(z) := r—lz(u —~u)(zo +rz)

ar-(z) :=a(zo +rz) ,
fr(z) = f(zo + 12) .

Dann ist u, > 0 mit
Vu,(z) = %V(u —u)(zo +rz)
D*u,(z) = D*(u — u)(zo + ra) .
Mit dem skalierten Operator L,v := —V - (a, V) gilt
Lyup(z) = L{u — w)(zo + 1) ,

wobei Lv := —V-(aVv) wie in (4.2.1). Wir nennen u, die skalierten Funktionen
(auch: aufgeblasene Funktionen oder blow-up—Funktionen, falls r < 1).

Als erstes beweisen wir ein quadratisches Wachstumsverhalten der Lésung am
freien Rand, was konsistent ist mit der erwarteten Beschrinktheit der zweiten
Ableitungen. Es bestitigt auBerdem die Vermutung, da8 V(u—u)(z) =0
konvergiert, wenn z gegen d{u = u} strebt.
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4.7 Satz. Es sei a € 2! (2) sowie f,Lu, Lu € L§2 (f2). Fir Kugeln

loc loc

Br,(z0) C 2 mit u(zo) = u(zo) gilt dann
1
ﬁ|u—g|§C in Br(zo) fir 0 <7 <7p

mit einer Konstanten C, die nicht von r und lokal in {2 nicht von zo und ro
abhangt.

Beweis. Fiir die skalierte Funktion u, aus 4.6 haben wir zu zeigen
lurl SC in By,

wobei wir zur Abkiirzung B, := B,(0) schreiben. Mit der Green’schen Funk-
tion G, auf By mit Pol z € By zum Operator L, mit Randwerten 0 auf 8B,
hat u, fiir z € By die Darstellung

ur(z) = / 00, Gy - ur dH* 1 + / G, Lyu.dLC"
331 Bl

wobei im ersten Integral o, := v - a,v > ¢ > 0. Aus den Voraussetzungén an
f, Lu, L und der Ungleichung (4.2.3) folgt, daf

(471) |Lrur| S Co mn B1

mit einer von r, zo, s unabhéngigen Konstanten Cy. Daher folgt

0 < ur(z) < sup|VG,|- / ur dH® 1 + C"/G’z dc™ .
3B,
8B, B,

Wir benutzen nun Abschitzungen fiir die Green’sche Funktion, die gleich-
maBig in r,ze und ro sind, da der Koeffizient a, von L, gleichm#Big Lip-
schitzstetig ist (sogar mit kleiner Lipschitzkonstante, falls r klein), und auch
gleichmiBig positiv definit ist. Es gilt fur z,y € By

Cly—z[>~™ fiirn >3,
(4.7.2) Gz(y) < { Clog iyixl fiir n =2
und
(4.7.3) VG (y)| < C fiir y € 0By, ¢ € By.

Damit erhalten wir fiir € B 1 die Abschitzung

jur() < C f wp dHP 1+ C .
8B,

Es bleibt also der Mittelwert von u, iiber 8B, abzuschitzen. Dazu vergleichen
wir u, mit wy — w1, wobei wy schwache Lésung der Randwertproblems
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Liwy=0 1inBy, wy=u, aufdBy
ist, und w; die Lésung von
Lywy=Cy inBy, w =0 aufdB;.
Dabei ist Cy die Konstante aus (4.7.1). Da also

U —(wp —wy) =0  auf B,
Lr(u,- — (wo b wl)) Z 0 in Bl

nach (4.7.1), folgt nach dem schwachen Maximumprinzip
ur — (wo —wy1) >0 in By,
und insbesondere, da u,(0) = 0,
(4.7.4) we(0) < wy(0) .
Mit Hilfe der Green’schen Funktion kénnen wir nun wo und w; darstellen als

wo("’) = / a;0_,Gy - uy dH" ! >
8B,

wy(z) :C’O/Gz dac™ .
B,

Verwenden wir (4.7.2) und die zusitzliche Abschitzung
(4.7.5) 0_,G(y)>c>0 firy € 0By, z € B%,
so erhalten wir aus (4.7.4), daf
c ][ ur dH™ ™1 < wo(0) < wy(0) < Co - C
8B,

d.h. die gewiinschte Abschitzung. 0

4.8 Regularitit. Es seia € C;;2(2) und f € C2%(R2), sowiew,u € H2™(12).
Dann folgt
u€ HEX(R) .

loc

Genauer, fiir Gebiete D mit Bs(D) CC £2 gilt

[ull 722Dy < C(D, 6) (1 + IIUHLw(B;(D))) ;
und falls die Koinzidenzmenge D N {u = u} N {u = %} nichtleer ist, gilt

”u”H:,m(D) S C(D, 6) 5
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wobei die Konstanten ansonsten nur von den Daten der Variationsungleichung
abhangen.

Beweis. Es sel

K:=02n{u=u}U{u=1}) .

Dau e H,O"’(Q) fiir p < oo nach (4 4.1), stimmt D%y in DN K fast iiberall mit
D2y bzw. D27 iiberein, so daf wir uns auf Punkte zo € D \ K beschrénken
kénnen. Ist 2o € D mit B,(zo) C D\ K und r < 6, so betrachte fiir eine
gegebene affin-lineare Funktion ! : IR"™ — IR die Skalierung

v(z) = :—2(11 —D)(zo +rz) .

Dann sind (gleichmaBig in 2o und r) Lyv = (V- ar)Vi—f, in C%°(B,;) durch
|VI| + 1 abgeschitzt und die Koeffizienten a, in CH*(By). Die Schauder-
Theorie fiir lineare elliptische Gleichungen ergibt dann die Abschétzung

”””cz,a(ﬁ%) < C(l|Lrv"co.a(§1) + ”””00(51))

: 1
< 0(1 +H{VI[+ Sl - l||co(B,<zo))) ’

insbesondere also, wegen D%v(z) = D%u(zo + rz),

2 R
(4.8.1) ID?u(z0)] < C(1+ VIl + -ﬁnu ~ Uz -

Ist nun KN Bs (D) leer, so kénnen wir r = 5 und [ = 0 setzen und erhalten die

behauptete Abscha,tzung Wir haben also im Falle, dal K N Bs (D) nichtleer

ist, die C°~Norm von r12 (u — 1) auf Kugeln mit Mittelpunkt in D \ K und
geeigneter Wahl von r und ! abzuschétzen.

Zunichst betrachten wir Punkte zo € D mit
)
(4.8.2) ' r = dist(zo, K) < 1

Wihle einen Punkt z; € K N dB,(z¢). Dann ist Bsr(z1) C Bs(D) und somit
gilt nach Satz 4.7, wenn wir annehmen, daB u(z1) = u(x1),

1 .
;2“|'U« — Ql < C mn Bzr(wl) D) Br(xo) .
Da u € H°(92), gilt auBerdem
—2|y_ =l <C in By(zo),
r
wenn zum Beispiel I(z) := u(zo) + (z — z0) - Vu(zo), also

(4.8.3) T—12|u -] <cC in Br(zo),



4 Regularitit fir das Hindernisproblem 93

Bild 4.4: Tangentialkugel an Koinzidenzmenge.

womit wir in (4.8.1) gehen kénnen, um D?u(z) abzuschétzen.

Es bleiben also Punkte z, € D \ K zu betrachten, die nicht (4.8.2) erfiillen.
Solche Punkte verbinden wir durch eine Kugelkette mit einem Punkt, fiir den
(4.8.2) erfiillt ist. Da K N B (D) nichtleer ist, da B; (D) zusammenhéngend

ist und da Bs(D) cc £, gint es eine Folge von Punkten z; € Bs(D) mit
t=1,...,m, so daf

xiEBg(I,‘_l) firi=1,...,m,

KOB%(CL',')——»@ fﬁrizo,...,m,
Dabei ist m < myg, wobei mo von D und §, aber nicht von z, abhéngt. Wir
konnen annehmen, daf§ in der letzten Kugel das untere Hindernis getroffen
wird, d.h. ¥ = u in einem Punkt auf 33% (zm ). Nach Satz 4.7 ist dann wieder
(4.8.4) . (v —u)(zm)| < c(s) .

Firi=0,...,m — 1 betrachte mit r :— g die Skalierungen

v(z) = riz(u ~u)(z; +rz)
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wie in 4.6. Mit der Green’schen Funktion wie im Beweis von 4.7 hat v in B;
die Darstellung

v(z) = / ard_, GavdH ™ + / G, LovdC™.
8B, By

Mit (4.7.2) und (4.7.3) erhilt man dann wieder eine Abschétzung

Ofv(m)SC(/vd'H"_l—l—l) fﬁrxeB%.

0By

Andererseits folgt aus (4.7.5)

v(m)Zc/vdH”"l—C fiir z € By.

8B,

Damit erhalten wir die Harnack—Ungleichung

0<wv(z) <Cv(y)+1) fiir z,y € By.
Setzen wir z = 0 und y = 2% 50 ergibt dies

(u—u)(z:) < C((u —w)(mit1) +77) -

Iteration fiir s = 0,...,m — 1 (beachte, da m < my) ergibt unter Ausnutzung
von (4.8.4)
(u—u)(zo) < C6,u) .

Mit obiger Harnack—Ungleichung folgt daraus
(u—u)(z) < C(6,u) firze Bs (z0),

und daher gilt wieder eine Abschitzung wie in (4.8.3). Dann folgt wieder mit
(4.8.1) eine Abschétzung fiir D?u(zy). ]

Als Folgerung aus der Abschitzung der zweiten Ableitung erhalten wir die
Konvergenz von Blow—up-Funktionen.

4.9 Blow—up—Limes. Es mégen die Voraussetzungen in 4.8 erfiillt sein. Be-
trachte eine Folge von Kugeln

B, (xm)— {zo} C 2 fiilr m — oo

so daB B, (zm)N {u = u} nichtleer ist. Dann gilt:
(4.9.1) Die Skalierungen

0 < TUp(z):= p—i—(ﬂ —u)(&m + pmz)
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konvergieren fiir eine Teilfolge m — oo lokal gleichmiBig auf IR™ gegen +oo0,
oder schwach* in H 2’°°(Q) gegen eine Funktion %, > 0. Sind D2y und D% in

loc
To stetig, so ist u, ein Polynom zweiten Grades.

(4.9.2) Ist Lu in z, stetig, so konvergieren die Skalierungen

05 Un(z) = =(u = 4)(om + pma) < Tn(2)

m

tiir eine Teilfolge m — oo schwach* in H D>(IR™) gegen eine Funktion u, mit
0 < uy <% Esist D?u, € L®(IR"™) und u, 15st die Variationsungleichung

/(V(u* —0) @ Vue + (ux —v)fu) <0

R’
fir alle v € HLV2(IR™) mit 0 < » < Uy, fir die uy — v kompakten Triger hat.
Dabei ist

av:=a(z0) , fu:=Lu(ze)+ f(zo).
Die Blow-up-Variationsungleichung ist somit eine globale Variationsunglei-

chung auf IR™ mit konstanten Koeffizienten.

Beweis. Falls %, nicht lokal gleichmaBig gegen +oo strebt, so gibt es Punkte
Ym € IR™ mit
OSUm(ym)SC' N |ym,SC

Dann gilt fiir y € R

(4.9.3) 0 < Un(y) = U (Ym )+ (Y= Ym ) Vi (Ym )+ Y= Ym) - Bon(¥) (Y=Y ) ,

wobei die Matrix
1 ¢
Bu() = [ [ D~ w)em + pl(1 = )ym + ) ds dt
0 0

gleichmifig in m lokal in IR™ beschrinkt ist, denn D?(u — u) ist nahe z,
beschrénkt. Daraus folgt eine Abschétzung

(y - ym) : Vﬁm(ym) 2 “C(l + ’y - ymlz)

lokal in y, weshalb
[Vm(ym)| < C
sein muf. Daher gibt es 7, € R, 7, € IR, Tp € IR™, so daB fiir eine Teilfolge
m — o0
Ym =% 5 Um(ym) > U Vim(ym) — 0o .

Auflerdem existiert ein By € Lo (R™; IR"*™), so daB

loc
(IR”, mnxn).

B,, — B, schwach* in Lo
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Somit ergibt (4.9.3) die schwach*~Konvergenz in L{S,(IR") von Um gegen

Uu(y) :=To + (¥ — To) * Do + (¥ — ¥0) - Bo(¥)(¥ — %o) -

Ist D2(% — u) in zo stetig, so muB Bo(y) = D*(T — u)(zo) sein, d.h. T, ist ein
Polynom zweiten Grades. Da auflerdem

Vin(y) = Vi (ym) + Bm(y)(y - Ym)
D2Hm(y) = ém(y) 7

mit
1

Buly)s= [ D@ w)(@m + pnl(1 = Oym + ) dt
0
Bum(y) == D*(@ — w)(¢m + Pmy) ,
folgt entsprechend die schwach*~Konvergenz der ersten und zweiten Ableitun-
gen von Upm. AuBerdem zeigt dies, daB T, in Hyo°(IR™) beschrénkt ist, und

daher Uy — Us in C}O’Z’(IR”) fiir jedes 0 < @ < 1.

Zum Beweis von (4.9.2) notieren wir zun#chst die skalierte Variationsungleich-
ung

(4.9.4) / (V(tm — ) amViim + (Um — v)fm) <0
2

fir alle v € HY2(£2,,) mit 0 < v < Ty, s0 daB um — v kompakten Triger in
£2,, hat. Dabei 1st

2 ={z€R"; zm +pmz € 2},

am(z) = a(zm + pmz) ,

fm(z) = (Lu + f)(@m + pme) -
Nun ist fiir Gebiete D cc IR™ die Funktion u,, auf D definiert fiir grofle m
und nach 4.8 sind D?u,, in L®(D) beschrankt. Da es Punkte ym € By, (2m)

mit 4(¥m) = u(ym) gibt und da B, (ym) C £ fiir ein festes ro > 0, besagt die
Abschitzung in 4.7, umgeschrieben auf u,,, dafl

0<u, <C fiir grofle m in D.

Da mit §m, 1= =22 gilt Um(fm) = 0 und daher auch Vup,(§m) = 0 (es sind
u,u € C%(12)), folgt

loc

||um||H2,o_o(D) < C fiir groBe m.

Daher gibt es ein u, € H2®(IR™), so da8 fiir eine Teilfolge m — 0o

loc

D%u,, —»D?%u, schwach* in L§® (IR"),

loc

Um —Us stark in CL%(IR™) fiir 0 < @ < 1.

loc
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Dann bereitet es keine Schwierigkeiten, in der Variationsungleichung (4.9.4)
zum Limes tiberzugehen. In der Tat, ist v = u, + ¢ mit einem { € H12(IR™),
das kompakten Tréger hat, so daff 0 < v < 7, so sind:

O = max(0, min(m, um + ¢))

zuléissig in (4.9.4). Da der Triger von um — v, im Triger von ( enthalten ist,
und da

Um ~vm — ¢ in CL¥(IR™) fir 0 < o < 1

loc

konvergieren alle Ausdriicke im Integranden von (4.9.4) gleichmiflig gegen den
gewiinschten Limes.

Daf8 Du, € L>®(IR™) folgt aus der Abschitzung

”Dzu*”L""(BR(O)) S lei'p?iéorif ||D2um”L°°(BR(O))

= Uminf [|D*u(| 1o (B, r(zm)) < C

wobei C von R unabhingig ist, da u € H3%(£2) nach 4.8. O

loc

Der globale Blow—up-Limes u, trégt keine Information iiber die Lésung u
nahe z¢, falls er trivial ist, d.h. falls u, = 0. Daher ist es unser Ziel, die
Nichttrivialitét gewisser Funktionen u, nachzuweisen.

Zur Erlauterung betrachte diesen Limes im Falle konzentrischer Kugeln
B,,.(z0) = {20}, und im Falle, dafl u,7 € C?*(£2). Es mogen sich oberes und
unteres Hindernis beriihren, d.h. U(20) = u(zo). Da @ > u, gilt

Bee(u — u)(z0) > 0 fiir jede Richtung e € IR™.

Gilt Gleichheit fiir alle e, so ist D?%(z0) = D2u(z ), woraus folgt, dal u, = 0.
Ein nichttrivialer Blow-up-Limes kann also nur auftreten, wenn

Oee(T — u)(29) > 0 fiir eine Richtung e € IR™.
Falls @ symmetrisch ist, folgt daraus L(7 — u)(zo) < 0, also

(Lu+ f)(zo) > (LT + f)(z0) .

Falls sich die Hindernisse nicht beriihren, d.h. falls u(z¢) < u(zo), so muf
gelten (vgl. (4.5.1))
(Lu+ f)(z0) 20 .

Denn sonst wire (Lu + f) < 0 in einer Umgebung B, (zg). Vergleiche dann
dort » mit der Lésung v von

Lv+ f=0 in B,(zo)
v=1u auf 6B,(zg) .
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Nach dem Maximumprinzip ist v > u in Bs(20), und da Lu + f > 0 nach
(4.2.3) (wir nehmen an, dal u < % in By(z0)), folgt ebenfalls nach dem Maxi-
mumprinzip, da v < u, insgesamt also u(zo) > v(zo) > u(zo), ein Wider-
spruch zur Wahl von z,. Wir kénnen folgendes hinreichende Kriterium fiir die
Nichttrivialitat des Blow—up-Limes angeben:

4.10 Nichtentartung. Es mdgen die Voraussetzungen in 4.8 erfiillt sein.
Weiter gelte
Lu+f>A>0 in 2 fiirein A € IR

und es sei B(zq) C £2. Dann gibt es eine (von z¢,7 und A unabhi#ngige) kleine
Konstante ¢ > 0, so dafl

1 .
— sup (u—uw)<ed = u=u in Bz(zo)-
T* 8B,(zo)

Beweis. Nach (4.5.1) gilt

Lu+ f in {u = u},
Lu+f=<¢0 in {u < u <7u},
I+ f <0 in{u<wu=71a},

somit erfiillt v := v — u die Differentialungleichung
(4.10.1) Lv < =AX{u>y) SO -

Falls die Menge
D := B (zo) N {u>u},

nichtleer ist, wihle z; € D und betrachte die Funktion
w(z) = v(z) — v(z) — S\|z — =1 |%,
wobei § > 0. Wegen (4.10.1) gilt in D
Lw < -\ —26AY, - (a(z)(z — z1))
<-A4+C-6X2<L0,
falls § klein genug gewahlt ist. Nach dem Maximumprinzip gilt daher

supw < supw .
D oD

Nun ist w(zy) = 0, also supp w > 0, und auflerdem w < 0 auf B,(z¢) N 0D,
woraus folgt ‘

(4.10.2) 0< sup w .
Dn@B,(zo)

Falls z; in B: (z0) gewiahlt werden kann, erhalten wir also aus (4.10.2)
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sup v > v(zy1) +inf{6/\|x -z z € 3Br(a:o)}

8By (o)
§
_>. Z)‘rz )
womit die Behauptung bewiesen ist. 0

Aus der gerade bewiesenen Aussage ergeben sich einige interessante Folgerun-
gen. In (4.11.1) geben wir an, wie u — u quadratisch mit dem Abstand vom
freien Rand 8{u—u > 0} wichst, und in (4.11.2) beweisen wir, dafl {u—u > 0}
in allen Punkten dieses freien Randes eine positive Dichte hat.

4.11 Folgerungen. Es mégen die Voraussetzungen in 4.10 erfiillt sein und es
sei zg € O{u > u} mit By, (2¢) C 2. Dann gilt mit A := min(}, 1):

(4.11.1) u—u > cr? auf B, 5. (z1) fir ein z; € 0B, (z0),

L(Br(zo) N {u > u})
L(Br(z0))

Dabei sind ¢, x > 0 kleine, von zg,r und X unabhinigige Konstanten.

(4.11.2) >cA">0.

Beweis. Da x4 ein Punkt auf dem freien Rand ist, folgt aus 4.10 (beachte, dafl
u, u stetig sind), daf mit v ;== u —u

v(z1) > cAr? fiir ein z, € 0By (zq).

Da u,u € H:%(£) sind, folgt dann fiir z nahe z;

loc
(4.11.3) v(z) = v(zy) + (2 — 1) - Vo(z1) + Oz — z1]?) .

Nun ist v € H2°(£2) nichtnegativ mit v(zo) = 0, woraus Vu(zo) = 0 folgt,
also
Vu(z1) = Vo(zo) + Oz — z0|) = O(r) .

Damit ergibt (4.11.3), falls |z — z;| < kdr mit 0 < £ < 1

v(z) > v(z1) — Crlz — 21| — Clo — 2|
> edr? — CrAr?

= (c— Cr)Ar* > g)\TZ ,
falls « klein genug. Dies beweist (4.11.1). Die Aussage (4.11.2) ist eine Kon-
sequenz, da B, 5 (z1) C {u > u}. a

Dariiberhinaus ergeben sich folgende Aussagen iiber den Blow—up—Limes.

4.12 Folgerungen. Unter den Voraussetzungen in 4.10 gilt fiir Blow—up-
Folgen u,, wie in (4.9.2):
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(4.12.1) Ist ux =0in D ¢ R® und D' CC D, so gilt u,, = 0 in D’ fiir groBe
m.

(4.12.2) Jeder Blow—up-Limes u, beziiglich Kugeln B, (zm) mit z, € 2N
O{u > u} ist nichttrivial. Es gilt 0 € 0{us > 0}.

Beweis. Sei o € D' und By, (z¢) CC D. Da upy — u. gleichmaBig auf D, gilt
Um < 6 auf B, (20) fiir grofle m bei gegebenem 6 > 0. Also ist

u—u < 6P$n n Bpmro(xm + Pm$0)~
Wihlen wir § < cAr2, so folgt nach 4.10
u—u=0 in .BPn;"Q (Tm + pPmZo),

dh. um =0in By (zo). Eine Uberdeckung von D' mit solchen Kugeln ergibt
dann (4.12.1). Zum Beweis von (4.12.2) benutze (4.11.1), d.h. fiir » > 0 gilt
fiir grofle m
sup  (u—u) > cA(rpm)® ,
8By p (zm)
beziehungsweise
SUP Upm > CAT? .
8B,(0)

Da umm — u. gleichméaBig, folgt auch

sup ux > cAr? >0,
8B,(0)

d.h. u, ist nichttrivial. Da u,(0) = 0 folgt, wenn wir r — 0 konvergieren
lassen, da8 0 € 9{u. > 0}. 0

Damit ist der erste Teil dieses Abschnittes abgeschlossen, der die maximale
Regularitit in H72°(£2) der Lésung u der Variationsungleichung betraf. Im fol-
genden mdchten wir die Regularitit des freien Randes O{u > u} untersuchen,
und zwar dort, wo die Hindernisse lokal nicht zusammenstoflen. Wir trans-
formieren das Problem, wie auch schon in den letzten Aussagen immer u —u
betrachtet wurde, indem wir das untere Hindernis von der Losung abzichen,

und machen daher von nun an die folgenden

4.13 Voraussetzungen. Es sei u = 0 und T = oo, sowie a € C1v%(£) und

f € CL¥(N) fir ein 0 < « < 1. Weiter gelte (in Konsistenz mit 4.10)

loc

fZzA>0 in {2 fir ein A € IR.
Nach 4.5 erfiillt die Lésung u € H2*°(£2) somit

loc

Iu = —f < —X fast iiberall in {u > 0},
10 fast iiberall in {u = 0}.

Weiterhin ist u € Cjy¥({u > 0}) nach der linearen Regularitatstheorie.
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Um Aussagen iiber den freien Rand 8{u > 0} treffen zu kénnen, benstigen wir
weitere strukturelle Eigenschaften von Blow-up-Limiten, die es erlauben diese
Limiten zu charakterisieren. Wir werden beweisen, dafl jeder Blow—up-Limes
eine konvexe Funktion ist. Dies wird eine Folgerung des folgenden Lemmas
sein.

4.14 Lemma. Es gilt fiir D cC 2

ess lin'(l) inf{Becu(z) ; |e| =1, |z — o] < r fiir ein zq € DNo{u>0}}>0.

Beweis. Es bezeichne s den Limes in der Behauptung. Wir nehmen an, daf
s < 0. Wahle Punkte z,,Zom,em Wie angegeben mit |2m — Zom| — 0 far
m — oo und

(4.14.1) Oernent(Zm) — s <0 .

Dazu ist zu bemerken, daff wir uns auf Punkte &, mit u(,,) > 0 beschrinken
kénnen, denn D?u = 0 fast iiberall in {u = 0}. In einer Umgebung eines
solchen Punktes ist u von der Klasse C%? so daB Oe,ne,, v im Punkte z,,
definiert ist. AuBerdem kénnen wir ohne Einschrénkung zon, € 2 N 8{u > 0}
so wihlen, daf

Pm 1= |Tm — Zom| = dist(zm, 0{u > 0}) .

Wir wihlen eine Teilfolge, so daB die Skalierungen u,, beziiglich By, (zm)
gem#fB (4.9.2) schwach* in H}®°(IR™) und stark in CpL%(IR™) gegen einen

loc
Blow—up-Limes u, konvergieren. Wir kénnen die Teilfolge so wihlen, daf

Tom — 2o € DN O{u > 0}, e, — ¢ € R™ mit |e| = 1. Da V-(aVu) = fin
{u > 0}, folgt

V- (amVum) = fm in {um > 0} D B4(0),

wobel am(z) 1= a(2m + pmz) und fm(z) := F(zm + pmz). Da pm — 0,
Tm — o und upm — u, gleichmafig, folgt daraus, daB

(4.14.2) V- (a(z0)Vus) = f(zo) in D := {u. > 0} U B1(0).
Da auferdem am — a(zo) in C{%(IR®) und fn — f(zo0) in CYP(R™) fiir

loc loc

0 < B < o, folgt aus der elliptischen Theorie, daf
um > u,  in CEA(D).

Nach Definition von s gilt daher

(4.14.3) Bectix >s  in D

und nach Wahl der z,, in (4.14.1)

(4.14.4) Ocettx(0) = s .
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Nun erhalten wir durch Differenzieren der Gleichung (4.14.2) (mit konstanten
Koeffizienten (1)), daB
V. (a(zo)aeeu*) =0.

Zusammen mit (4.14.3) und (4.14.4) folgt daher nach dem starken Maxi-
mumprinzip, daf}

(4.14.5) Oeclls = 8 in D,

wenn D, diejenige Zusammenhangskomponente von D bezeichnet, die den
Punkt z,. enthlt.

®
Barabel
nicht differenzierbar
V4
I_—1 0 1 i R

Bild 4.5; Zum Beweis von 4.14.

Wir betrachten nun die Funktion
o(t) = us(te)
auf dem maximalen Intervall [I_, 4] C [~o00, 00], fiir das gilt
Ty +te € Dy fiir alle ¢ €]l_, 1, [.

Offensichtlich ist p € C%*()I_,14]) und wegen (4.14.5) gilt ¢" = s <0, d.h
¢ beschreibt eine konkave Parabel. Auflerdem ist ¢ > 0, da u, nichtnegativ
auf IR™. Es folgt daB ¢ > 0 in JI_,l4[. Wire nun I} < oo mit ¢(I4) > 0,
50 ist us(lye) > 0, also uy > 0 in einer Umgebung dieses Punktes, die dann
zu D, gehoren miifite, was ein Widerspruch zur Definition von I} wire. Also
muB o(ly) = 0 sein, falls I < oo, entsprechend ¢(I-) = 0 falls I_ > —oco. Da
aber der Positivititsbereich obiger Parabel endlich sein mu8, folgt, dafl in der
Tat [I_,14] ein endliches Intervall sein mufl mit ¢'(I-) > 0 und ¢'(l4) < 0.
Dann kann aber u, in den Punkten /_e und l;e nicht differenzierbar sein, im
Widerspruch zu u, € Cp2X(R™). O
4.15 Folgerung. Jeder Blow-up-Limes u. aus (4.9.2) beziiglich Kugeln
B, (zm) mit z,, € 8{u > 0} ist eine konvexe Funktion.
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Beweis. Seien uy, die zugehdrigen Blow-up-Funktionen. Da B, (z,,) in einer
kompakten Teilmenge von 2 liegen, folgt aus 4.14 daB fiir jedes ¢ € IR™

ess im inf 8..u,, > 0 lokal in IR,

m—0oo

woraus folgt
Oeeiy > 0 fast iiberall in IR™.

Dies impliziert die Konvexitit von U ‘ (]
4.16 Bemerkung. Sei u, ein Blow—up-Limes wie in 4.15. Da u, > 0, ist
dann insbesondere {u, = 0} eine konvexe Menge. Fiir konvexe Mengen ist

eine Dimension erklirt, namlich genau das Minimum iiber die Dimensionen
derjenigen affin-linearen Unterrdume, die die konvexe Menge enthalten.

Falls dim{u, = 0} < n, so ist L*({ux = 0}) = 0, die Koinzidenzmenge also
eine Lebesgue-Nullmenge, und daher ist v, (falls 2, — 29 € £2) schwache
Lésung von

V- (a(z0)Vus) = f(zo) in IR™,

denndau e H ,20’;’°(]R"’) gilt diese Gleichung fast iiberall in {u, > 0} und somit
fast {iberall auf IR™. Die Regularititstheorie liefert dann, dafl u. € C(IR™).
Da die zweiten Ableitungen 8;;u, auf IR® beschrinkt sind (siehe (4.9.2)) und

V . (a(xo)&-ju*) =0 s
folgt nach dem Satz von Liouville, daf8
Oijus = b;; = const .

Zusammen mit u,(0) = 0, Vu.(0) = 0 folgt daher

1
u*(x) = E Z b,']‘x,':):j )
47

bzw. wenn ey, k = 1,... ym, die Eigenvektoren der symmetrischen Matrix
(bif)ij mit Eigenwerten A\, k= 1,.. .,m sind,
n
_ (:L‘ : 6k)2
(4.16.1) u(z) = ; A==

Da u, > 0, miissen daher Ar > 0 sein. Die Koinzidenzmenge ist dann der
Unterraum

span{eg ; A\ = 0} .

Im Falle dim{u, =0} =n gibt es als weitere nichttriviale Lésungen noch die
Funktionen
f(zo)

e )2
%6 - ao)e max(z - e,0)* ,

uy(z) =

wobei e € IR™ \ {0}. Wir nennen diese Losungen Halbraumlésungen, da.
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{u, =0} ={z €R"; z-e<0}.

Wir wollen nun zeigen, daf jede konvexe Lésung, also z.B. ein Blow—up, in
jedem Punkte aussieht wie eine Halbraumlésung.

4.17 Satz. Sei u eine konvexe lokale Losung der Variationsungleichung (4.1.1)
auf einer konvexen Menge 2 und dim{u = 0} = n. Fiir zo € 2N {u > 0}
existiert dann ein eindeutiger Blow-up-Limes beziiglich der Kugeln B o(zo)
fiir p — 0. Dieser Limes ist eine Halbraumlésung,.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei zp = 0 und 2 = By(0). Fiar 0 < p <1
betrachten wir die Skalierungen

1
) = (o)

p

mit den Koinzidenzmengen
Kp :-——-Bl(O)ﬂ{up :0} .
P

Da u, also auch {u = 0} konvex ist mit «(0) = 0, muf}
(4.17.1) K,CKj; firp>p>0

gelten, und K, sind konvexe Mengen. Daher ist

K := U K,
p>0

eine abgeschlosene konvexe Menge mit 0 € K. Auferdem ist K ein Kegel mit
Spitze 0, denn ist z € K, so gibt es eine Folge p — 0 mit Punkten z, € K,
und z, — z. Ist dann a > 0, so sind az, € Kj, wenn j := £, mit az, — az,
also st auch az € K.

Wir geben nun eine Nullfolge pn, N\, 0 fiir m / oo vor. Eine Teilfolge von
(¢p,, )men hat dann nach (4.9.2) einen Blow-up-Limes u,. Wegen (4.17.1)
und der Definition von K ist dann offensichtlich u4 = 0 in K. Wir zeigen nun,
dafl

(4.17.2) {us =0} =K .

Sei dazu u.(z) = 0. Da {u = 0} n-dimensional ist, hat diese Menge ein
nichtleeres Inneres. Sei B.(z1) C {u = 0}. Da {u = 0} konvex ist und 0
enthilt, ist B,.(pz1) C {u = 0}, also u, = 0 in der Kugel B,(z1) fir jedes p,
also auch uy, = 0. Sei ¢ := (1 —t)z +tzy, fir 0 <t < L Da u, als Limes von
konvexen Funktionen konvex ist, also auch {u, = 0}, folgt daf}

Uge = 0 in Byr(z,) fir 0 <t < 1.



4 Regularitit fiir das Hindernisproblem 105

Nach dem Nichtentartungslemma (siehe (4.12.1)) folgt daraus, daf Uy, =0
in By (2¢) fiir groie m (abhingig von t), d.h.

B (z4) C K, fir grofle m.

Damit ist aber z; € K und fiir ¢ — 0 erhalten wir, dafl £ € K. Damit ist
(4.17.2) bewiesen. Als nichstes méchten wir beweisen, daf gilt:

(4.17.3) K ist ein Halbraum.
Dazu beweisen wir zunichst, daf

(4.17.4) Oetx >0  inIR™\ K fiir e € R" mit —e € K.

Bild 4.6: Zur Positivitit von 8.u,.

Denn ist z € IR™ \ K, so schneidet die Gerade

{z+te; te R}
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den Rand von K genau in einem Punkt z + tye mit t; <0. (Zum Beweis sel
Bs(—e) C K. Dann gilt fir ¢ < 0 mit ¢ > 2

lz{
Tt

h ﬁ(m-{—te) € K, und da K ein Kegel ist, damit auch z+te € K.) Betrachte
dann die Funktion

(x+te) —(—e)| =7 <&,

’|t|

w(t) == u(z + te) .

Es ist w(0) = u.(z) > O nach (4.17.2) und w(t) = 0 fir ¢ < 5. Auflerdem
folgt aus der Konvexitét von ux, daBl w" > 0. Daher ist

Beun(z) = w'(0) > w(0) —w(ts) _ w(0)

> 0.
_tz ‘t |

Dies beweist (4.17.4). Da V - (a*Vu*) = f* in {uy > 0} mit ax = a(zo) und
fe = f(zo), folgt auBerdem, daB8 d.u, schwache Losung von

(4.17.5) V- (axVBeu.) =0 in IR"\ K

ist. Da D2u, auf IR® beschrinkt ist, ist dariiberhinaus Oeux global Lip-
schitzstetig. Wegen u.{0) = 0, also Vu*(O) =0, gilt dann insbesondere

(4.17.6) |0 ux(z)| < Cle| fir z € R".
Wir wollen nun zeigen, da K ein Halbraum ist. Dazu fithren wir die Annahme,
daB dies nicht der Fall ist, zu einem Widerspruch mit (4.17.6). Der Einfachheit

halber fithren wir eine hneare Variablentransformation durch, so dafl a. = 1d

in (4.17.5) wird, also
(4.17.7) —Aleuy =0 in R"\ K.

Falls K kein Halbraum ist, so hat K, da es sich um einen konvexen Kegel mit

Spitze 0 handelt, im Punkte 0 zwei verschiedene Stiitzebenen. Dies impliziert,
daf
Dy NK =0,

wobei fiir w > 0 (nach Wahl eines geeigenten Koordinatensystems) und jedes
gegebene 6 > 0

D, := {:c =(z1,...,2,) € R™; |zi] £2_7:5 firt=3,...,n,
(z1,27)=re?? mit0<r<lund|f]<F+w b
Wir vergleichen J.uy mit

v(z) = P cos(ab) H cos(éz;) fir z = (ret®,23,...,2n),

i=3
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wobei 0 < @ < 8 < 1 gewshlt seien mit a(3 +w) = I. Es berechnet sich

Av = (52 —ot (n —2)52)0 ,

r2
d.h. es gilt

2

n

(4.17.8) ~Av <0  in D,, falls §2 < £2=2
gewahlt ist. Auf D, gilt: |

v<1 aut $:={z € 0D, ; |(z1,22)| = 1},
v=20 auf 0D, \ S.

Da SN K =§, folgt aus (4.17.4), daB
Oetiy > ¢ > cv auf S,

auflerdem ist
Oety > 0= cv auf 0D\ S.

Die Differentialgleichung (4.17.7) zusammen mit (4.17.8) ergibt dann nach
dem Maximumprinzip
Oets > v auf D,

inshesondere
Oeux(rer) > cv(rey) = er? |

wegen § < 1 ein Widerspruch zu (4.17.6).
Damit ist gezeigt, da K ein Halbraum ist. Wir miissen nun beweisen, dafl u,
die Halbraumlésung beziiglich dieses Halbraums ist, d.h.
(4.17.9) Us(z) = %ma@c(ﬂ:l,O)2 =:uo(z) ,
wenn wir das Koordinatensystem so wihlen, da8

K={zeR"; 2, <0},
wobei wir weiterhin annehmen, da8 a, = Id. Betrachte die Funktion

Viz= Uy —Ug .

Aus der Differentialgleichung fiir u, in {z1 > 0} folgt, daB v in {z; > 0}
harmonisch ist. Aufierdem ist v € C1(IR™) mit v = 0 und Vv = 0 auf {z1 <0},
somit ist v global auf IR™ eine harmonische Funktion, und damit lokal eine
analytische Funktion. Da v = 0 in {z1 < 0}, muB daher v = 0 auf IR™ sein,
womit (4.17.9) gezeigt ist.

Es bleibt einzusehen, daf§ ein eindeutiger Blow—up-Limes existiert. Nun ist
aber die Definition von K unabhéngig von der Blow—up-Folge gewesen, so
daf also jeder Blow—up-Limes K als Nullstellenmenge haben muf, d.h. es gilt
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(4.17.2) und dann auch (4.17.9) fiir jeden Blow—up-Limes. Dies beweist, daf
fiir die gesamte Blow—up-Folge u, — u, in C1;S(IR™). O

loc

Kombinieren wir 4.15 mit 4.17, so heiflt das, dal der zweite Blow-up-Limes
in einem Punkt am freien Rand eine Halbraumlssung ist. Dies ist ein Indiz fiir
die Regularitit des freien Randes. Zumindest impliziert dies, daB in gewissen
Umgebungen von Punkten am freien Rand die Lésung in der Néhe einer Halb-
raumlésung liegt, d.h. in einem gewissen Sinne ,,flach ist. Dazu definieren wir

4.18 Flacher freier Rand. Es sei u eine lokale L3sung der Variations-
ungleichung in einer Kugel B,(z) mit zo € 0{u > 0}. Wir sagen:

(4.18.1) Die Losung ist e-flach ( oder g-streifenflach) in Richtung v, wenn v
ein Einheitsvektor ist und wenn fiir alle z € B,(zo) gilt

(z —zo) v<—ep = u(x)>0,
(z—z0) - v> ep = u(z)=0.

Bp(wo)

Bild 4.7: Flachheit des freien Randes.

(4.18.2) Die Losung ist e—kegelflach in Richtung v, wenn v ein Einheitsvektor
ist und wenn fiir alle 2 € B,(z0) gilt

(z—z0) v< —€lz~z0] = u(z)>0,
(z—z0) - v> elz—z0] = u(z)=0.

Eine gleichmiBige Kegelflachheit impliziert die Regularitat des freien Randes.
Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.
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Bild 4.8: Kegelflachheit des freien Randes.

4.19 Satz. Sei u eine lokale Losung der Variationsungleichung mit zo € 2 N
0{u > 0}. Es gebe eine Umgebung Bs,,(z¢) C £2, und zu jedem £ > 0 existiere
eine kleine Konstante 0 < p < rq, so daB die Lésung e-kegelflach ist in B,(z)
fir alle 2 € By, (20) N 8{u > 0}. Dann ist der freie Rand O{u > 0} in einer
Umgebung von zy ein C'-Graph.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Richtungen in der Flachheitsbedingung.
Zu & > 0 gibt es ein p, > 0 (wir kénnen annehmen, daf} ¢ — Pe monoton
wachsend ist) und zu = € B,,(z0) N 8{u > 0} eine Richtung v.(z), so daf fiir
alle & € B, (z) gilt

(E—x) ve(z) > eli—z| = wu@) =0,

(2 —z) ve(z) < —¢|% — 2| = u(Z) > 0.
Auflerdem muf dann gelten
(4.19.1) Ted{u>0} = |(F—2) v(z)|<eld—z|.

Betrachten wir dann zwei Punkte z1,z, € Br(z0)N0{u > 0} mit |z; —z5| < £5
und 0 < § < ¢, so folgt erstens
Ps
I(xl — 332) . l/g(xg), S 5|$1 - $2| S [ 7 .
Zweitens konnen wir fiir y € 9B;(0) in der Flachheitsbedingung im Punkte
¢y beziiglich ¢ und im Punkte z, beziiglich § setzen

- 6
x:=x1+%y,
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denn |z — 2| < £ < p. und |Z — 22| < ps. Ist dann

y-ve(z1) > €,

so folgt (£ — z1) * ve(z1) > €| — 21}, also u(Z) = 0 aus der Flachheitsbe-
dingung im Punkte z;, und daher (Z — z3) - vs(z2) > —6|% — z3| aus der
Flachheitsbedingung im Punkte z5, was impliziert

y - vs(z2) > _%(6’5’ — a2| + (21 — 72) - v5(22))

2 2
> —5(1 -+ ;;|x1 — x| + E;;(zl —z2)- 1/5(:1:2))
> f3€ .
Also haben wir fiir y € 0B;(0) gezeigt, dafl
(4.19.2) yve(z1)>2e = —y-vs(za) <3e.
Wir setzen nun (falls ve(z1) # vs(z2))

_ ve(z1) — vs(z2)
ve(z1) — vs(z2)|

wobel

1 - ve(z1) - vs(w2) _
|ve(zy) — vs(z2)|

Ist dann |ve(z1)—vs(z2)| > 2e, so folgt aus (4.19.2) daB |v.(zy)—vs(z2)| < Be.
Also gilt immer

v vele:) =~y ve(w2) = Slve(zn) = va(es)]

(4.19.3)  |ve(z1) — vs(z2)| < 6e fir |z; —z2| < Zfund 0 < 6 < e.

Setzen wir speziell 23 = z1, so erhalten wir, dafl (v¢)es>o eine Cauchy-Folge
von beschrénkten Vektorfeldern auf B, (zo)N0{u > 0} ist. Also existiert eine
Abbildung

v: B, (z0) NO{u >0} — 8B1(0),

so daB |v. — v| < 6¢ fiir kleine € > 0. Unser Ziel ist es zu zeigen, dafl v im
klassischen Sinne Normale an den freien Rand ist.

Dazu sei ohne Einschrénkung 29 = 0 und v(zo) = en, der n—te Einheitsvektor.
Wir geben ein kleines €5 > 0 vor und betrachten die go—Kegelflachheit in
Punkten z € B,.(0) N 0{u > 0}, wobei r := 1 p,,. Nach (4.19.3) gilt

|V¢0(0) — en| < 6eg
und daher ebenfalls nach (4.19.3)
(4.19.4) |Veo(z) — €n]| < 12¢0 .

Wir fithren nun lokale Koordinaten
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z=(y,2) mit y € B,(0)CcIR*™?, ze R

ein. Ist nun gy < & so folgt aus (4.19.4) daB

(4.19.5) Veo(2) - €n — /1 — (Veo(2) - €0)2 > 2¢0 ,
und daraus fiir §j € B,(0) und ¢ > |§]

(§,t) - Veo(2) > ol(9,t)|
(§,=t)  veo(z) < —€0(, —1)| .

Setzen wir t = r so erhalten wir wegen der eo—Kegelflachheit im Punkte z = 0

(4.19.6)

u(y,z) =0 fiir z nahe r,
u(y,z) >0 fiir z nahe —r.

Daher ist der freie Rand in B,(0) x [—r, r] eingeschachtelt in die Graphen der
Funktionen ¢g_ < g, mit

9-(y) :=1inf{z €] — r,r[ ; u(y,2) =0},
9+(y) =sup{z €] —r,7[; u(y,2) >0} .

Nun folgt wegen der eo—Kegelflachheit im Punkte z = (y,z) aus (4.19.6) auch,
da fir y € B,(0) gilt g1(y) = g—(y) und

9+ +9) < g+(w) +eoldl, g-(y+9) > 9-(v) — &0l ,

dh. ¢ := g4 = g_ ist eine Lipschitz-stetige Funktion. Wir zeigen nun, da8
g in jedem Punkte differenzierbar ist. Dazu schreiben wir (4.19.1) zusammen
mit (4.19.3), d.h. |v.(z) — v(z)| < 6€, als

(2 — z) - v(z)| < Te| — 2| fir £ € By, (z) N 0{u > 0}.

Setzen wir z = (y,¢(y)) und & = (7,9(9)), so folgt daraus die Differenzier-
barkeit von ¢ im Punkte y mit

1

Va(y) = m(—u(m) €1y, =) enan) .

Es bleibt also die Stetigkeit von v zu zeigen, was die Stetigkeit von Vg und
damit die Behauptung des Satzes impliziert. Nun gilt nach (4.19.3)

[ve(z1) — ve(z2)] < 6 fiir |2 — o] < £
und auch nach (4.19.3)
lve(z;) — v(z;)| < 6 fiir j =1,2,

so daf} also -
[v(21) = v(z2)| <18 fiir |2y — 25 < £,



112 Elliptische Probleme mit freiem Rand

was die Stetigkeit von v beweist, wobei der Stetigkeitsmodul von der Funktion
€ — p. bestimmt wird. Insbesondere sehen wir, dal v Holder—stetig ist, falls
diese Funktion polynomial gew#hlt werden kann. O

Zur Regularitit des freien Randes haben wir also dessen Flachheitseigen-
schaften zu untersuchen. Aus 4.15 und 4.17 erhalten wir zunéchst fiir konvexe
lokale Lésungen die Aussage 4.21, wofiir wir die folgende Definition bendtigen.

4.20 Definition. Die Dicke einer Menge E C IR" ist gegeben durch

width(E) := inf{6§ > 0 ; Es gibt einen Einheitsvektor e € IR"
und ein « € IR, so dafl
a<z-e<a+éfiralez € E }.

Die relative Dicke einer Menge E bzgl. einer anderen Menge D definieren wir
durch

width(E N D)
width(D)

Da sich die Dicke linear skaliert, ist die relative Dicke eine skalierungsinvariante
Grofle. '

width(E, D) :=

4.21 Lemma. Sei D CC 2. Zu &,6, M > 0 gibt es ein A > 0, so daB fiir jede
lokale konvexe Lésung u in By(0) mit Koeflizienten, die aus Skalierung der
gegebenen Koeffizienten auf einer Kugel in D hervorgegangen sind, so dafl

0 € d{u > 0},

“Dzu”L‘”(Bz(O)) <M 5

width({u = 0}, B1(0)) > 6 ,
folgt, dafl

u e-kegelflach in By(0) ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Wir nehmen an, es
gibt ¢,6, M > 0 und eine Folge \,, — 0 mit zugehdrigen lokalen konvexen
Lésungen um,, welche die angegebenen Eigenschaften haben, so dal um nicht
e-kegelflach in By (0) ist. Da un(0) =0, Vur,(0) = 0, folgt

|t || 2,00 (Bo0)) S C - M .
Daher gibt es eine Teilfolge m — oo, so dafl

Um = U schwach* in Hy2°(B2(0)),
Um — U stark in C,lo’f(Bg(O)) fir0<pg <1l
Wegen der gleichmifligen Konvergenz um, — u ist dann

(4.21.1) width({u = 0}, B1(0)) > ¢ .
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Weiter ist u wieder eine konvexe Lésung und wie in (4.12.2) folgt, daB 0 €
O{u > 0}. Da also {u = 0} konvex ist, bedeutet (4.21.1), daB diese Menge
n—dimensional ist. Deshalb haben die skalierten Funktionen

up(z) = ;éu(p:o

nach 4.17 eine eindeutig bestimmte Halbraumlésung u. als Blow—up, d.h.

Up ~ Uy in CLA(IR™) fir 0 < B < 1 und p — 0.

loc

Ohne Einschrinkung sei
{ux =0} ={z € R"; z, >0} .

Da u, — u, lokal gleichméBig, und nach dem Nichtentartungslemma (siehe
Aussage (4.12.1)), gilt dann fiir kleine p > 0

u,(z) =0 fir z € B2(0) mit z, > £,
us(z) >0 fir z € B(0) mit z, < —£,
d.h. u, ist £-flach in By(0), in anderen Worten, u ist £-flach in B,(0). Da
ebenso um — u lokal gleichmaBig folgt wieder unter Ausnutzung von (4.12.1),
dafl fiir grofle m
um e-flach in B,(0)

ist. Da um konvex ist mit 0 € 0{u,, > 0}, folgt dann aus der Konvexitit von
{um = 0} auf elementare Weise, daf '

um £-kegelflach in B,(0)

ist, fiir Ay < p ein Widerspruch zur Wahl von wu,,. O
Wir-erhalten als

4.22 Korollar. Fiir jede konvexe lokale Lésung u der Variationsungleichung
auf einer konvexen Menge §2, fiir die {u = 0} n—dimensional ist, ist der freie
Rand d{u > 0} lokal in £ ein C''~Graph.

Beweis. Sei B, (z0) C {u =0}, D cC Q2 und z € DN o{uv > 0}. Fiir
B.(z) C §2 ist dann wegen der Konvexitit von {u =0}

7o

width({u = 0}, B,(z)) > min (1 —) :

2’ |z — z¢]

und wenn r < 1 dist(D, 42) ist ID?u|geo (B, (z)) < C mit einer von z und r
unabhéngigen Konstanten C. Wir wenden dann 4.21 auf die Skalierung von
u beziiglich B:(z) an, und erhalten daB es zu ¢ > 0 ein A > 0 gibt, das nicht
von z und r abhéngt, so da u e-kegelflach in By:(z) ist. Die Behauptung
folgt dann aus Satz 4.19. o
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Fiir allgemeine Lésungen kénnen wir nicht wie am Ende des Beweises von
4.91 fiir konvexe Lésungen direkt von der Flachheit auf die Kegelflachheit
schlieBen. Wir beginnen daher mit der folgenden Aussage:

4.23 Lemma. Es sei u lokale Losung in 2 und D CC 2. Zu€,6 > 0 gibt es
dann ein A > 0 und ein p > 0, so daB fir

z € DNofu>0} mit B.(z) C 2, r < p,
width({u = 0}, B(z)) > ¢

folgt, dafl
u e-flach in By.(z) ist.

Beweis. Wir beweisen dies wieder durch Widerspruch. Dazu definiere
1.
ro 1= 3 dist(D,82) wund M = ||D*ul{ze (B, (D)) -

Sei €,6,A > 0. Wir nehmen an, es gibt Kugeln B, (zm,m) mit Mittelpunkt
Zm € DN O{u >0} und Radius ro > rm — 0, so dal '

width({u = 0}, By, (zm)) = ¢,

aber u nicht e-flach in By, (2 ) ist. Dann sei up, die Blow—up-Folge beziiglich
B, (¢m) und u, ein zugehoriger Blow—up-Limes, der nach 4.15 eine konvexe
Lésung ist. Aulerdem gilt

|D*usl|pos (mmy < M

width({us = 0},B1(0)) > 6 .

Wir wihlen nun ) in Abh#ngigkeit von €,8, M so, daB gemaB 4.21 gilt
uy ist £-kegelflach in B3 (0).

Da Uy — uy gleichmiBig und wegen (4.12.1), folgt dann wie im Beweis von
4.21, daf fiir grofie m
um e-flach in B»(0),

(nicht kegelflach (1)) ist, d.h.
u ist e-flach in By, (2m),

im Widerspruch zur Wahl dieser Kugeln. U

Das Ziel ist es nun, von der Flachheit auf die Kegelflachheit zu schliefen.
Dazu zeigen wir zunichst, da eine einseitige Kegelflachheit ausreicht (siehe
4.24). In einem weiteren vorbereitenden Schritt untersuchen wir, inwieweit
die Konvexitit in der Nhe des freien Randes verletzt ist. Dazu haben wir die
Aussage 4.14 in eine quantitative Version zu bringen (siehe 4.25).
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4.24 Lemma. Sei u eine lokale Lésung in 2 und D CC £2. Dann gibt es zu
€ >0 ein p >0, so daB gilt: Ist z € DN d{u > 0} und B,(z) C D mit r < p,
so dafl mit einem Einheitsvektor v gilt '

{f € B(z); (§—2) v>elt—z|} C{u=0},

so folgt, daf
u 2e-kegelflach in B,(z)

in Richtung v ist.

Beweis. Wir nehmen an, dafi e > 0 und da8 Kugeln B, (zm) C D mit rm — 0
fiir m — oo und zp, € 8{u > 0} existieren, so da mit Einheitsvektoren v,,
fir £ € B, (zy) gilt

(Z—2) vm2¢€lZ—2m| = u@) =0,
und dafl es Punkte y,, € B, (z.,) gibt mit
(ym - wm) “VUm < “25|ym - mml und u(ym) =0.

Wir betrachten die Blow-up—Folge un, beziiglich der Kugeln B, _(&m) mit
$m = |ym — m| — 0. Dann gilt fir Z € B,(0)

und mit
1
Zm = —(Ym — Tm)
Sm
ist
Zm  VUm < —2¢  und  um(zn) =0.

Fiir eine Teilfolge m — co konvergiert z,, — 2, Vm -+ v und u,, gegen einen
Blow-up-Limes u,, der nach 4.15 eine konvexe Funktion ist. AuSerdem muf
0 € 8{u. > 0} sein. Nun gilt aber '

u(Z) =0 fiir |Z| < 1 mit 7 - v > e|#|,
ux(2) =0 , wobei |z| =1 und z - v < —2e.
Die Konvexitdt von {u, = 0} liefert dann, da 0 im Innern von {us« = 0} liegt,

ein Widerspruch. u

4.25 Lemma. Es sei u eine lokale Lésung der Variationsungleichung mit

loc loc

(4.25.1) a€ HP(D), fe HP(2), wobeil— g >0.

Dann gibt es zu D CC £ Zahlen rq > 0 und 6, < 1, so daf} fiir Punkte
o € DN O{u > 0} und r < rg, fiir die u -%—ﬂach in B.(xz¢) ist, fiir alle
Einheitsvektoren e € IR™ gilt
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inf mi 3) >0 i in(0, O, .
B;I%Io)mm(ﬂ, eelt) > gBt?fo)mm( el )

Beweis. Da u € Hu(£2), gilt fir ein M < oo
Oeeu > —M in B(z¢),
auflerdem ist 8,.u = 0 fast tiberall auf {u = 0}. Wir haben also zu zeigen, dafl
Beet > —O6o M in Br(zo) N{u > 0}.

Der Beweis basiert auf einem Vergleichsprinzip fiir eeu auf Br(zo)N {u > 0},
wozu wir eine schwache Differentialgleichung fiir 8e.u aufzustellen haben. Der
Systematik wegen betrachten wir dazu die Skalierung
1
ur(z) 1= ﬁu(:co +rz),
die
(4.25.2) Byt > —M  in By(0)
erfiillt und Lésung von |
0=-V-(a-Vu,)+ fr auf Dg := B1(0) N {u, > 0}

ist, wobei
ar(z) = a(zo +7z) , folz):= flzo +r2).
Durch Differenzieren erhalten wir

0=-V- (arvaeu, 4+ 0.arVu, — f,.e) .

Wegen der Voraussetzung (4.25.1) folgt damit aus der linearen Regularitats-

theorie, dafl J.u, € H 12 2P (Dy) ist, wobei Jecur schwache Lésung von

0=-V. (arvaeeur + gr)
ist, wenn
Gr i= 20.a,V0etty + OecarVur — e fre € LP(B4(0)) .

Wegen a:=1— —:; > 0 1st daher

Beetty € HEP(Dg) C C%(Dy)

loc loc

mit (4.25.2). Wesentlich fiir die weitere Argumentation ist nun, dafl wir aus
Lemma 4.14 wissen, dafl

liminf{Bccur(z) ; = € Dy , dist(z, d{u, >0}) -0} >0

ist. Dies nutzen wir aus, um O.eu, mit Mv zu vergleichen, wobei v = v1 + vo.
Wir definieren v; als die schwache Lésung von
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—V-a, Vo= 0 in Dy := B1(0)\ K,
vi= 0 auf OK,
vy = —1 auf 0B,(0),

wobei
K= B%(%Vo) ,

117

wenn wir annehmen, daf u, z-flach in Richtung vy ist. Weiter sei vy schwache

Lésung von

-V (a.ero + g,-) =0 in Dy,
vo =0 auf 0D1.

Bild 4.9: Vergleichsfunktion im Beweis von 4.25.

Nach dem schwachen Maximumprinzip ist v; > —1 auf D;, und nach dem

starken Maximumprinzip sogar (gleichma8ig bzgl. des Koeffizienten ar)

v > —6; > —1 auf B, (0)

mit einer von zy und r unabhingigen Konstanten 6; < 1. Ebenso ist v <0

auf D) und nach dem starken Maximumprinzip fiir eine Konstante 6, > 0

_ 1
n<-6<0  af {zeB0); 2w <3},
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somit auch auf B;(0) N d{u, > 0}. Fiir vo gilt nach der linearen Regularitéts-
theorie, und da a =1 — 1; > 0 ist,

lvo| < Clivollgte(pyy < CligrllLe(Bioy)
< C -7 gl LB (o)) »
Wenn

g :=20.aV0.u + OecaVu — Oe fe € LY ().

loc

Somit ist
vl < C-r* < Crg

d.h. wenn r¢ klein genug gewahlt wird, ist
v > vy — |vo] = —bo aufB%(O)
mit
146,
2

6o := <1,

und

v < vy + |vo] < =62 + vo] <O auf B1(0) N &{u, > 0}.
Daraus und aus der Randbedingung fiir v auf dB;(0) folgern wir, dafl
liminf{aeeur(z) — Mv(z); z € Do, dist(x,0D0) — 0} >0.
Daher folgt nach dem Maximumprinzip Gectur 2> Mv in Dy, insbesondere
Oectiy > —8g M auf B_; (0) N {u, > 0},

was zu zeigen war. o

4.26 Lemma. Sei u lokale Losung in £ mit (4.25.1) und D CC £2. Zu
0<e<dund 0 <& < % gibt es dann ein p > 0 und ein p > 0, so dafl

fiir
z € DNo{u>0} mit B.(z) C 2, < p,

width({u = 0}, Br(z)) > 6

folgt, daf
u e-kegelflach in B, (z) ist.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei z = 0. Sei zunachst A,p > 0 wie in
Lemma 4.23, so daB also u e-flach in Bx,(0) ist. Dann folgt

1—¢

width({u = 0}, Ba(0)) > > 6

>

so daB sich 4.23 erneut auf die Kugel Bx(0) anwenden 148t. Induktiv erhalten
wir, dafl
u e-flach in By ,(0)
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ist fiir k € IN. Aus Lemma 4.25 folgt dann induktiv (wir kénnen \ < 1
annehmen)

Oecut > —6FM in Byx,(0),
wobei 0 < p < 1 und M := ||D?ul|pee(p,(py) unabhiingig von A und r sind.
Nun wihle kg € IN und fiir k£ > kg betrachte einen Punkt
zk € Byrp(0) \ Byrs1,(0) mit u(zg) >-O.
Nach dem Nichtentartungslemma 4.10 finden wir zu 7 > 0 einen Punkt
Ty € Bk (zk) mit u(z}) > e(r2kr)2.
Dann folgt

2]z — x| _ 2

:l?'k Tk e
|:L'k| A

(4.26.1) -
lzil |z

Nun betrachte die Funktion u auf dem Strahl ¢ tz}. Unter Ausnutzung von
Vu(0) = 0 erhalten wir fiir ¢ > 1 mit |tz}| < AF~1p

tSl

u(tzy) = u(z}h) + // Opt o1 U827} ) dsz dsy
10
2
> c(r)\kr) — MOET |2, 242
Wihlen wir ¢ = 3 mit |txz}| = A*~1r, so erhalten wir

u(trzy) > (kk_]r)z(c(rz\)2 - M9§_1> >0,

falls wir setzen

VM k-1

T = Tp_q = 07)\ 6,2

mit einer geeigneten Konstanten C. Mit der Notation
Tp—q1 = tka);c
wird dann (4.26.1) zu

2

Tk—1 Tk
< ~Tk—1 .
A

|$k—1| B Ek—|

(4.26.2)

Wir fahren nun fort, indem wir die gleiche Prozedur auf z;_4 anwenden, und
konstruieren so Punkte zy,. .. yTky- Dabei interessieren uns die Eigenschaften
u(zr) > 0, u(zg,) > 0, und daB aus (4.26.2) folgt
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Tko
—_— T4
ENE Iwkl J;:O !
(4.26.3) ; N
< C(M,N) Y 62 = C(M, A\, 00)8,*

j2ke
Nun wihle einen Einheitsvektor v so, daB u e-flach in Bjk,,(0) in Richtung
v ist, also fiir ¢ € Byry,(0) gilt:
(4.26.4) z-v>edbr = uz)=0.

Wir wollen zeigen, daB, wenn ko grofl genug gewéhlt ist, daraus fiir z €
By ,(0) folgt:

(4.26.5) z-v> 25|$| = u(a;) =0.
Wir nehmen an, dies sei falsch. Dann gibt es einen Punkt 2 € Byko.(0) m%t
z-v > 2¢|z|, aber u(z) > 0. Wahle k > ky, so daB = € Byr,(0)\ Byr+1,(0). Wir

setzen dann zj := z und konstruieren wie oben dazu Punkte zx—1,...,Tk,-
Setze y := zk,. Dann ist

y € 0By, (0) mit u(y) > 0,
so daf aus (4.26.4) folgt

Yy
4.26.6 L v <E.
(4:26.6) ]

Nun folgt aber aus (4.26.3)

k
Y _Zl<o(M 608,
|y val
so daf} also nach Wahl von z
ko k
<X <L 087 <e+CH .

le |yl

Da 6, < 1, erhalten wir damit einen Widerspruch, falls wir ko grof8 genug
wahlen.

Damit ist (4.26.5) gezeigt. Wir kombinieren nun diese Aussage mit Lemma 4.24
und erhalten, falls p klein genug gewahlt wird, daf

u 4e-kegelflach in Bk, ,(0)

ist. Dies beweist die Behauptung. O

Damit haben wir alle Hilfsmittel zusammengetragen, die den folgenden Reg-
ularitédtssatz beweisen.

4.27 Satz. Sei u eine lokale Losung in 2 mit Funktionen, die (4.25.1) erfiillen,
und zq € 2N 0{u > 0}. Gilt dann
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(4.27.1) lim iglfwidth({u =0}, Br(z0)) >0,
r—
so ist der freie Rand 0{u > 0} in einer Umgebung von z ein C1-Graph.

Beweis. Zunichst wahle p > 0 so klein, so daf
width({u = 0}, B.(20)) > 26 > 0 fiir 0 < r < p.

Zu ¢ > 0 wihle dann p gem#8 Lemma 4.26 kléin genug. Fiir |z — 20| < £ ist
dann

width({ = 0}, B,(z)) = 2—1p width({u = 0} N B,(z))
1 .
Z 5; Wldth({u = 0} N B_g (.To))

= —;-width({u =0},Bs(z0)) 26,

so daf also die Aussage in 4.26 gleichmafig fiir alle Punkte z € B, (zo) gilt.
Diese gleichmiflige Kegelflachheit ergibt nach Satz 4.19 die Behauptung. O

Zum Schlufl sie noch bemerkt, daf die Regularitatsbedingung (4.27.1) zum
Beispiel dann erfiillt ist, wenn die Koinzidenzmenge {u = 0} im Punkte z,
eine positive Lebesgue-Dichte hat, d.h wenn gilt

lim inf £({u =0} N B (o))
r—+0 L(Br(20))

Daf diese Bedingung nicht immer erfiillt zu sein braucht, zeigen die Lésungen
in (4.16.1) mit niederdimensionaler Koinzidenzmenge.

>0.
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